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Sazˇetak
Tema obuhvac´a primjenu renormalizacijske grupe na kvantnu elektrodina-
miku (QED), kvantnu kromodinamiku (QCD) i standardni model (SM).
Izracˇun divergentnih dijagrama za prvi red racˇuna smetnje proveden je di-
menzionalnom regularizacijom, u MS-shemi, za renormaliziranu perturba-
cijsku teoriju. Izracˇunate su beta funkcije i efektivne konstante vezanja za
QED, QCD i SM na nivou jedne petlje. Za SM i minimalni supersimetricˇni




The thesis includes the application of the renormalization group to quantum
electrodynamics (QED), quantum chromodynamics (QCD) and the Standard
Model (SM). One-loop level calculation of radiative corrections was made
using dimensional regularization in the MS scheme, employing the renor-
malized perturbation theory. The beta functions and the effective coupling
constants of QED, QCD and the SM were calculated at one-loop level. The
unification of the coupling constants of the SM and the Minimal Supersym-
metric Standard Model (MSSM) was tested.
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1 Uvod
Tehnike renormalizacije u kvantnu teoriju polja uvedene su zbog pojave divergen-
cija na visokim i niskim energijama, koje su se prirodno pojavile zbog uvodenja u
kvantnu teoriju specijalne teorije relativnosti, koja sa sobom donosi beskonacˇan broj
stupnjeva slobode. Divergencije od interesa jesu ultraljubicˇaste (UV) divergencije,
uzrokovane velikim fluktuacijama polja na viˇsim energijama. Povijesno je otkric´e di-
vergencija 1930-ih prvo dovelo do zakljucˇka da je potrebno mijenjati fundamentalne
fizikalne principe u svrhu njihovog otklanjanja. Desetak godina kasnije, Feynman,
Dyson i ostali uveli su renormalizaciju za Abelove teorije koja je rezultirala u fizi-
kalnim rezultatima, tako sˇto su divergencije implementirali u redefiniciju fizikalnih
velicˇina. U okviru tog pristupa predviden je g-faktor elektrona na tocˇnost od dvanaest
decimala, sˇto je jedan od najpreciznijih teorijskih rezultata u povijesti fizike. Ovakav
uspjeh nije se uklapao u sliku renormalizacije kao tehnicˇkog alata za otklanjanje di-
vergencija. Uskoro je uslijedio i dokaz t’Hoofta o renormalizabilnosti Yang-Millsovih
teorija. Uvodenjem renormalizacijske grupe renormalizacija je dobila status samo-
konzistentnog mehanizma koji opisuje fiziku u sˇirokom rasponu skale energije. Da-
nas ju shvac´amo kao posljedicu principa koji kazˇe da u fizikalnom procesu na nekoj
zadanoj energiji ne sudjeluju stupnjevi slobode viˇsih energija. Opc´enito, lagranzˇijan
bilo koje teorije mozˇemo rastaviti na dva dijela
L = L(µ) + ∆L(µ),
gdje je µ renormalizacijska tocˇka ili skala. Promjena skale mijenja parametre te-
orije, a veza skale i parametara opisana je renormalizacijskom grupom (RG). Drugim
rijecˇima, RG opisuje ovisnost fizikalnog sistema o energiji.
Renormalizacija je reparametrizacija teorije koja fizikalne velicˇine cˇini konacˇnima,
red po red u perturbacijskoj teoriji. Konkretan odabir renormaliziranih parametara
definira shemu renormalizacije. U ovom radu gole i renormalizirane parametre po-
vezali smo uvodenjem kontracˇlanova, drugim rijecˇima, radimo u okviru renorma-
lizirane perturbacijske teorije (RPT). Kontracˇlanove smo fiksirali tako da se sastoje
samo od beskonacˇnih cˇlanova koji cˇine teoriju konacˇnom, koristec´i MS-shemu, koja
implicira uvodenje skale mase µ koja ulazi u proces dimenzionalne regularizacije, i
dodatno, drzˇi konstante vezanja bezdimenzionalnima. Kontracˇlanovi u sebi sadrzˇe
renormalizacijske faktore koje smo izracˇunali u prvom redu racˇuna smetnje. Nakon
izracˇuna faktora uvrsˇtavali smo ih u vezu gole i renormalizirane konstante vezanja,
i derivirajuc´i izraz po skali µ dobili smo tzv. beta funkcije, koje integracijom daju
ovisnost konstanti vezanja o teoriji. Ispostavilo se da su beta funkcije za prvi red
racˇuna smetnje definirane polom prvog reda, pa smo samo taj doprinos izdvajali iz
korekcija. Razlog zasˇto je dana prednost MS-shemi, umjesto, recimo, cˇesto koriˇstenoj
on-shell fizikalnoj shemi (cˇije su renormalizirane mase i naboji jednaki fizikalnima)
lezˇi u cˇinjenici da su u MS-shemi beta funkcije neovisne o skali, cˇime se daju trivi-
jalno integrirati.
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Nakon teorijskog uvoda u renormalizacijsku grupu u poglavlju 2, renormalizacijsku
grupu primijenili smo na kvantnu elektrodinamiku (QED), kvantnu kromodinamiku
(QCD) i standardni model (SM), redom u poglavljima 3, 4 i 5. U poglavlju 2 objasnili
smo uvodenje renormalizacijskih faktora, nakon cˇega smo primjenom RPT-a dobili
Wardov identitet i vezu golog i renormaliziranog naboja. Nadalje smo proveli stan-
dardnu proceduru, iz korekcija u prvom redu izdvojili smo renormalizacijske faktore,
iz njih beta funkciju i konacˇno iz beta funkcije efektivnu konstantu vezanja. U poglav-
ljima 3 i 4 prije standardne procedure objasnili smo strukture teorija, s naglaskom
na ne-Abelovu prirodu teorija i uvodenje duhova. U Yang-Millsovim teorijama veze
medu renormalizacijskim faktorima nazivamo Slavnov-Taylorovim identitetima, koje
smo koristili za provjeru tocˇnosti renormalizacijskih faktora. U poglavlju 3 na samom
smo kraju uveli primjenu renormalizacijske grupe na ispitivanje ujedinjenja konstanti
vezanja u teoriji. Isti postupak ponovljen je za SM i minimalni supersimetricˇni stan-
dardni model (MSSM) na samom kraju 5. poglavlja.
2
2 Teorijski okviri renormalizacijske grupe
2.1 Opc´a grupna svojstva
Renormalizacijska invarijantnost podrazumijeva da su fizikalne opservable neovisne
o izboru renormalizacije koja se bira za teorijske proracˇune [1]. Pretpostavimo da bi-
ramo odredenu renormalizacijsku shemu R i neka je ΓR R-renormalizirana Greenova
funkcija. Tada je ona sa golom (eng. bare) Greenovom funkcijom povezana kao
ΓR(...) = Z(R)Γ(...), (2.1)
gdje Z(R) podrazumijeva pripadajuc´i produkt renormalizacijskih konstanti za R-
renormalizaciju. Analogno tome za neku novu renormalizacijsku shemu R′ vrijedi
ΓR′(...) = Z(R
′)Γ(...). (2.2)








Promotrimo sada set svih moguc´ih elemenata Z(R′, R). U takvom setu vrijede svoj-
stva
Z(R′′, R) = Z(R′′, R′)Z(R′, R), (2.5a)
Z−1(R′, R) = Z(R,R′), (2.5b)
Z(R,R) = 1, (2.5c)
koja redom predstavljaju pravilo kompozicije, postojanje inverza i jedinicˇnog ele-
menta. Produkt (2.5a) oblika Z(Ri, Rj)Z(Rk, Rl) element je grupe iskljucˇivo u slucˇaju
kada je j = k. Stoga set razlicˇitih renormalizacijskih shema tvori grupoidnu struk-
turu [1].
2.2 Klizna skala
Model koji opisuje sistem elementarnih cˇestica odreden je svojim lagranzˇijanom, iz
kojeg se izvodenjem Feynmanovih pravila konstruiraju sva polja, propagatori i vr-
hovi koje teorija sadrzˇi. Uz svaki vrh stoji pripadajuc´a konstanta vezanja koja spada
u parametre teorije. Pod renormalizacijskom grupom u uzˇem smislu podrazumije-
vamo metode koje omoguc´avaju proucˇavanje tih parametara na razlicˇitim skalama
energije. Od znanstvene je vazˇnosti proucˇavati kako se parametri teorije ponasˇaju na
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skalama koje su (trenutno) nedostupne eksperimentu. Tu se u prvom redu podrazu-
mijevaju visoke skale energija, odnosno male udaljenosti.
Renormalizacijsku grupu uveli su Gell-Mann i Low zbog nemoguc´nosti funkcioniranja
perturbacijske teorije u QED-u na jako visokim energijama [2]. Primjerice, amplituda








sˇto znacˇi da perturbacijska teorija na velikim prijenosima impulsa q ne mozˇe funk-
cionirati iako je konstanta fine strukture α mala. U takvim slucˇajevima koristi se
modificirana perturbacijska teorija koja redefinira konstante vezanja, ne drzˇi ih fik-
snima, nego ih uvodi kao parametre gµ definirane na kliznoj skali mase µ (koja ne
ovisi o masama cˇestica). Ako se µ izabere da bude reda velicˇine energije E koja je
tipicˇna za promatrani proces, logaritamski faktor u npr. (2.6) viˇse ne divergira. Ako
je gµ mali, ponovno mozˇemo koristiti perturbacijski racˇun.
Procedura je sljedec´a: ako je poznata konstanta vezanja na skali µ, perturbacijskom
teorijom mozˇemo izracˇunati amplitude na energiji µ+ dµ i koristiti ih za racˇun kons-
tanti vezanja na istoj skali. Integriranjem dobivene diferencijalne jednadzˇbe moguc´e
je povezati konstante vezanja na skali koju proucˇavamo s njihovim uobicˇajeno defi-
niranim vrijednostima. Efektivno, pomicanjem skale µ mijenja se raspon stupnjeva
slobode koji se uzimaju u obzir u konkretnim racˇunima. Metoda renormalizacijske
grupe ilustracija je principa po kojem treba eliminirati sve stupnjeve slobode koji se
pojavljuju na energijama viˇsim od one na kojoj racˇunamo.
Razmotrimo sada kliznu skalu u detalje. Definiramo renormaliziranu konstantu
vezanja na skali µ koja ne ovisi o skali m na kojoj se nalaze fizikalne mase u teoriji
(barem za slucˇaj µ  m). Tada parametri teorije (za koje smo sigurni da nisu IR-
divergentni) mogu biti prikazani kao funkcije od µ i gµ. Takva funkcija, npr. ukupni
udarni presjek, ima oblik [2]











U (2.7) x podrazumijeva sve ostale bezdimenzionalne velicˇine o kojima Γ mozˇe ovi-
siti, npr. prostorne kuteve. Kako je µ potpuno proizvoljan parametar, biramo tocˇku
µ = E i tada (2.7) postaje









Ovim izborom eliminiramo singularitete kada je m = 0 jer gE ne ovisi o m, zbog cˇega
se ne pojavljuju divergentni logaritmi i moguc´e je koristiti perturbacijsku teoriju. Pre-
ostaje izracˇunati gE, sˇto cˇinimo u diskretnim koracima: gµ mozˇe se izracˇunati preko
gR ako je omjer µ/m blizu jedinice, gµ′ mozˇe se izracˇunati preko gµ ako je omjer µ′/µ
takoder infinitezimalno oko jedinice, i tako redom sve do gE. Diskretne korake pus-
timo u nulu cˇime dobivamo kontinuiran tok od polazne vrijednosti konstante vezanja
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gR do gE, konstante vezanja na nekoj skali energije koja nas zanima (najcˇesˇc´e pod
tim podrazumijevamo visoke energije nedostupne eksperimentu). Klizna konstanta











Provodimo standarnu proceduru, deriviramo (2.9) po µ′ i izvrijednimo u µ′ = µ cˇime

























gµ = β(gµ, 0) ≡ β(gµ), (2.11)
i u literaturi je poznata kao Callan-Symanzikova jednadzˇba [2]. Separacijom varijabli










pri cˇemu je vazˇno naglasiti da integracija krec´e od skale µ = M koja se bira tako da
bude dovoljno velika da mase fizikalnih cˇestica budu zanemarive i dovoljno mala da
logaritmi ne divergiraju kako bi bilo opravdano koristiti perturbacijski racˇun. Razma-
tranja za β-funkciju ne ovise neposredno o perturbacijskoj teoriji, nego se ona koristi
kao metoda za izracˇune.
2.3 Minimalna suptrakcija
Dimenzionalna regularizacija kao jedna od najmoc´nijih metoda regularizacije u kvant-
noj teoriji polja cˇuva bazˇdarnu invarijantnost i, sˇto je vazˇno, daje alternativnu defini-
ciju za kliznu skalu.
Pravilo je da se UV-divergencije javljaju kao polovi u amplitudama kada se dimenzija
prostor-vremena D priblizˇava svojoj fizikalnoj vrijednosti D → 4. Da bi ovi polovi
bili poniˇsteni, gole konstante vezanja glB moraju imati polove iste vrste sa rezidu-
umima fiksiranima na nacˇin da su fizikalne amplitude konacˇne kada D → 4. Kako
je prvi uvjet koji konstrukcija lagranzˇijana mora zadovoljiti taj da umnozˇak svakog
cˇlana mora biti dimenzije D (sˇto proizlazi iz bezdimenzionalnosti akcije koja je inte-
gral lagranzˇijana po D-dimenzionalnom prostor-vremenu) ako su fizikalne konstante
vezanja bezdimenzionalne, moramo napraviti preskripciju (reskaliranje) golih kons-
tanti vezanja glB(D), koje nisu nuzˇno bezdimenzionalne, nego su dimenzije ∆l(D).
Stoga uvodimo bezdimenzionalnu velicˇinu [2]
glB(D)→ glB(D)µ−∆l(D), (2.13)
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gdje je µ klizna skala dimenzije mase. Sada reskalirana gola konstanta vezanja mozˇe
biti prikazana kao suma fizikalne konstante vezanja i polova do beskonacˇnog reda
glB(D)µ




(D − 4)n b
l
n(g(µ,D)). (2.14)
Koeficijenti bn odredeni su uvjetom da se u fizikalnim amplitudama poniˇstavaju sin-
gulariteti za D → 4. Sada deriviramo (2.14) po µ i pomnozˇimo cijeli izraz sa µ da































Vidimo da je βl funkcija ne samo svoje konstante vezanja gl(µ,D), nego svih kons-
tanti gm(µ,D) koje se javljaju u teoriji. Sada koristimo cˇinjenicu da je ∆l(D) uvijek
linearna funkcija u D (npr. D = 4− ), sˇto znacˇi da mozˇemo uzeti
∆l(D) = ∆l + ρl(D − 4). (2.17)
Lijeva strana jednadzˇbe (2.16) uz koriˇstenje (2.17) i djelomicˇnu ekstrakciju cˇlana




















U (2.18) vidimo da je najviˇsa potencija s kojom se pojavljuje D jedan, sˇto implicira
da i desna strana iste jednadzˇbe, koja sadrzˇi β, mora biti linearna u D, odnosno
βl(g,D) = βl(g) + (D − 4)αl(g). (2.19)
Sada usporedivanjem cˇlanova na lijevoj i desnoj strani dobivamo relaciju
αl(g) = −ρlgl, (2.20)
i jednakost za β koja je od kljucˇne vazˇnosti, a dobijemo je uzimajuc´i cˇlanove koji stoje
uz nultu potenciju faktora D − 4, i ona glasi




















U (2.21) vidimo da β ovisi samo o koeficijentima koji stoje uz pol prvog reda u
golim konstantama vezanja. To podrazumijeva da c´emo u konkretnim racˇunima za
amplitude u prostor-vremenu dimenzija
D = 4− 2, (2.23)
sˇto je konvencija preuzeta iz [6], trazˇiti samo cˇlanove koji stoje uz divergenciju, od-
nosno pol prvog reda 1/ i te cˇlanove koristiti za nalazˇenje β-funkcija za pojedine
konstante vezanja. Iako je predmet ovog rada izracˇun divergencija na nivou jedne
petlje, napomenimo da bi analiza na nivou dvije i viˇse petlji dala korekcije viˇseg reda
na β-funkciju, no ona bi ponovno bila definirana polom prvog reda. Minimalna sup-
trakcija (eng. MS scheme) odstranjuje beskonacˇne cˇlanove u amplitudama stavljajuc´i
ih u tzv. kontracˇlanove (eng. counterterms), koji stoje uz negativne potencije . Prvi
cˇlan, kako je vec´ recˇeno, definira β-funkciju.
3 Renormalizacijske grupne jednadzˇbe (RGEs) za QED
3.1 Renormalizirana perturbacijska teorija na primjeru QED-a
U teorijama polja javljaju se divergentni dijagrami. Pri racˇunu amplituda za procese
vec´ u prvom redu racˇuna smetnje javljaju se divergentni integrali koji zahtijevaju po-
sebne matematicˇke metode. Divergencije mogu biti infracrvene (IR) i ultraljubicˇaste
(UV). IR-divergencije se pojavljuju iz dva razloga. Prvi je emisija mekih (niskoener-
getskih) fotona, bilo slobodnih ili u petljama. Bloch i Nordsieck su prvi zakljucˇili [7]
(a Weinberg je ponovio analizu u okviru perturbacijske teorije [8]), da se doprinosi
virtualnih fotona i emisije mekanih fotona krate, cˇime amplitude poprimaju konacˇne
vrijednosti. Drugi razlog je slucˇaj kada su dvije bezmasene cˇestice kolinearne, od-
nosno njihovi impulsi zadovoljavaju p1 = cp2, sˇto rezultira u divergencijama kod
fazne integracije. Jedan od razloga divergencija je i postojanje petlji. Na primjer, u
kvantnoj elektrodinamici u najnizˇem redu racˇuna smetnje javljaju se dijagrami prika-
zani na slici 3.1. Prvi predstavlja vakuumsku polarizaciju, drugi tzv. vlastitu energiju
elektrona, a trec´i popravku na vrh u najnizˇem redu racˇuna smetnje.
Slika 3.1: Divergentni QED dijagrami u najnizˇem redu






Kako gornja granica nije omedena, amplituda divergira za velike prijenose impulsa
(tzv. UV-divergencija). Razumno je gornju granicu integracije ogranicˇiti uporabom
regulatora Λ, nakon cˇega se provede renormalizacija teorije u kojoj se eliminiraju
nefizikalni parametri te se u konacˇnici regulator ukloni limesom Λ → ∞. Renorma-
lizaciju je moguc´e provesti preko dva ekvivalentna postupka: metodom gole pertur-
bacijske teorije i renormalizirane perturbacijske teorije [10].
Renormaliziranu perturbacijsku teoriju u detalje c´emo objasniti na primjeru kvantne
elektrodinamike [2]. QED je Abelova bazˇdarna teorija sa U(1) kao grupom sime-





µν + ψ¯(i/∂ −mB)ψ − eBψ¯γµψAµ, (3.2)
gdje su mB i eB gola masa i goli naboj (eng. bare) nerenormalizirani, odnosno neo-
pservabilni parametri teorije, a Fµν = ∂µAν − ∂νAµ jakost fotonskog polja. Renor-
malizacija polja proizlazit c´e iz racˇuna renormalizacija fermionskog i fotonskog pro-
pagatora. Definirajmo prije izracˇuna jednocˇesticˇne ireducibilne dijagrame (1PI) kao
dijagrame koji se ne mogu razdvojiti u dva odvojena dijagrama prekidanjem jedne
linije. Ilustracija definicije prikazana je na slici 3.2.
Slika 3.2: Primjer jednocˇesticˇnog ireducibilnog (1PI) i jednocˇesticˇnog reducibilnog
dijagrama.
Na primjer, standardno Feynmanovo pravilo za propagator poznato u literaturi [3]
=
i(/p+m)
p2 −m2 , (3.3)
u principu predstavlja samo dominantni cˇlan beskonacˇne sume propagatora u teoriji
s medudjelovanjem [4] koja ima oblik prikazan na slici 3.3.
Slika 3.3: Fermionski propagator kao beskonacˇna suma 1PI-dijagrama
Dijagram na lijevoj strani jednakosti predstavlja potpuni propagator u slici medudjelovanja
i za sve redove racˇuna smetnje. Ako sa −iΣ oznacˇimo sumu svih 1PI-dijagrama sa











Prvi dijagram ima jednostavni pol u p2 = m2B, dok naredni dijagram ima dvostruki
pol u istoj tocˇki, i tako redom. Suma svih dijagrama cˇini geometrijski red. Kako













/p−mB − Σ(/p) . (3.5)
Potpuni propagator ima dakle jednostavan pol pomaknut za Σ(/p). Polozˇaj pola koji





















cˇime potpuni fermionski propagator mozˇemo zapisati kao
Pf =
iZ2
/p−m + ... (3.9)
gdje m sada predstavlja fizikalnu masu. Stoga slijedi da c´e fermionsko polje biti re-
normalizirano faktorom Z1/22 .
Fotonski propagator renormaliziramo analogno. Shematski prikaz fotonskog propa-
gatora u teoriji s medudjelovanjem prikazan je na slici 3.4.
Slika 3.4: Fotonski propagator kao beskonacˇna suma 1PI-dijagrama
Neka je iΠµν suma svih 1PI-dijagrama sa dvije vanjske fotonske linije [4]. Wardov
identitet
qµΠ
µν = 0 (3.10)
zahtijeva da je Πµν proporcionalan projektoru (gµν − qµqν/q2). Stoga Πµν mozˇemo
raspisati kao tenzorsku strukturu zadanu oblikom
Πµν(q) = (q2gµν − qµqν)Π(q2). (3.11)


























U racˇunu za S-matricu fotonski propagator mora se vezati na fermionsku liniju. Po
zahtijevima Wardovog identiteta svi cˇlanovi u propagatoru proporcionalni sa qµ i qν
moraju iˇscˇezavati, stoga c´emo ih ispustiti. Pol propagatora nalazi se u q2 = 0, od-
nosno foton ostaje bezmasen u svim redovima racˇuna smetnje. Definirajmo reziduum
pola q2 = 0 kao
Z3 =
1
1− Π(0) . (3.14)





Stoga slijedi da c´e fotonsko polje biti renormalizirano faktorom Z1/23 .
















2 + Z2ψ¯r(i/∂ −mB)ψr − eBZ2Z1/23 ψ¯rγµψrAµr . (3.17)
Skaliramo fizikalni naboj uvodenjem dodatnog faktora skaliranja Z1 na nacˇin
e = Z−11 Z2Z
1/2
3 eB. (3.18)










2 + +ψ¯r(iδ2/∂ − δm)ψr − eδ1ψ¯rγµψrAµr ),
(3.19)
gdje delte predstavljaju renormalizacijske konstante
δ1 = Z1 − 1, (3.20a)
δ2 = Z2 − 1, (3.20b)
δ3 = Z3 − 1, (3.20c)
δm = Z2mB −m. (3.20d)
Prvi red u (3.19) prestavlja renormalizirani, opservabilni dio teorije dok drugi pred-
stavlja divergentne cˇlanove poznate pod nazivom kontracˇlanovi (eng. counterterms).
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Iz lagranzˇijana (3.19) sada se mogu lako iˇscˇitati Feynmanova pravila, a svaki kon-
tracˇlan odreden je svojim renormalizacijskim uvjetom. U konkretnom slucˇaju ti su
uvjeti da je elektronska i fotonska jakost polja jednaka jedan u tocˇkama /p = m od-
nosno q2 = 0, da je fizikalni naboj definiran u qµ = 0, te da je masa definirana sa
(3.6). Sa zadanim uvjetima mogu se odrediti renormalizacijske konstante (3.20) u
perturbativnom racˇunu smetnje. Postupak je iterativan, odnosno svaki red racˇuna
smetnje posebno se racˇuna.
Za izracˇun renormalizacijskih grupnih jednadzˇbi dovoljno je poznavati veze izmedu
golih i fizikalnih parametara teorije. Renormalizirana perturbacijska teorija primje-
njena na modele kompleksnije od QED-a generirat c´e veze medu renormalizacijskim
faktorima Z koje mogu sluzˇiti kao provjera tocˇnosti racˇuna.
3.2 Radijativne korekcije QED-a na nivou jedne petlje
U prvom redu racˇuna smetnje u kvantnoj elektrodinamici pojavljuju se dijagrami
prikazani na slici 3.1. Za izracˇun β-funkcije dovoljno je iz amplituda izdvojiti 1/
doprinose, koji c´e se u okviru renormalizacijske perturbacijske teorije pojaviti kao
cˇlanovi u renormalizacijskim faktorima Z1, Z2 i Z3. U racˇunu c´emo se upoznati s
metodama koje su potrebne za izracˇun divergentnih integrala, a dane su u Dodatku
A.
Dijagram vlastite energije fermiona prikazan je na slici 3.5
Slika 3.5: Vlastita energija fermiona









(l2 −m2)((l − p)2 −m2γ)
. (3.21)
Iz antikomutacijske relacije za γ-matrice slijedi
γµ/lγ
µ = /l(2−D), (3.22)
dok Feynmanovu parametrizaciju (A.1) primijenimo tako da vrijedi
k = l − px (3.23a)
∆ = −((1− x)2m2 +m2γx). (3.23b)
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Uporabom Wickove rotacije (A.2), integrala (A.4) i razvoja Γ-funkcije (A.7) te eks-






iz cˇega slijedi da je renormalizacijski faktor Z2 u najnizˇem redu racˇuna smetnje






Za izracˇun renormalizacijskog faktora Z3 potrebno je izvrijedniti dijagram vakuum-
ske polarizacije prikazan na slici 3.6.
Slika 3.6: Vakuumska polarizacija






Tr[γµ(/p+ /l +m)γν(/l +m)]
(l2 −m2)((p+ l)2 −m2) , (3.26)
koji ima konacˇnu strukturu






Renormalizacijski faktor Z3 do prve radijativne korekcije ima oblik






gdje smo od doprinosa petlji u obzir uzeli samo 1/ cˇlan. Preostaje izracˇunati faktor
Z1 iz korekcije vrha. Primjetimo da se izraz (3.18) mozˇe prikazati shemom na slici
3.7.







′ +m)γµ(/l + /p+m)γν
(l2 −m2γ)((l + p)2 −m2)((l + p′)2 −m2)
. (3.29)
Nazivnik u (3.29) sadrzˇi doprinos tri propagatora pa se Feynmanova parametrizacija
provodi uz supstitucije
k = l + p′x+ py, (3.30a)
∆ = −((1− z)2m2 +m2γz). (3.30b)
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Slika 3.7: Renormalizacija QED vrha
Slika 3.8: Korekcija za QED vrh u najnizˇem redu












Nerenormalizirani, goli QED vrh zadan je Feynmanovim pravilom −ieγµ sˇto zadaje
renormalizacijski faktor Z1







Z−11 Z2 = 1. (3.34)
Izraz slijedi iz Ward-Takahashijevog identiteta [4] i vrijedi za svaki red racˇuna smet-
nje.
3.3 RGE i efektivna konstanta vezanja za QED
Renormalizacijske grupne jednadzˇbe za QED izvest c´emo u potpunosti pratec´i for-
malizam Machaceka i Vaughna [6]. Provodenjem dimenzionalne analize nad la-





slijede dimenzije polja i konstanti vezanja te dimenzije faktora za reskaliranje kons-













iz cˇega slijedi skaliranje fizikalnog naboja u prostor-vremenu dimenzije 4− 2




Uvrstimo rezultate iz radijativnih korekcija i rastavimo goli i fizikalni naboj po uzoru
na (2.14)
eBµ



















U kontekstu dimenzije (2.23) i uz izraze (2.15a) i (2.19) za β-funkciju vrijedi
µ de
dµ












gdje je u posljednjem redu raspisana totalna derivacija d/dµ. Izvod za β-funkciju





































Rezultat se slazˇe sa literaturom [2] [4] i predstavlja jedno od moguc´ih asimptotskih
ponasˇanja u kojem porastom energije β-funkcija divergira, odnosno ima Landauov
pol. Efektivnu konstantu vezanja izracˇunamo integriranjem β funkcije u skladu s
(2.12), uz α = e2/4pi u prirodnom sustavu jedinica. Ovisnost konstante fine strukture











gdjeE0 prestavlja proizvoljno odabranu donju granicu integracije dok je α0 = e2R/4pi ≈
1/137.036. Ovisnost je prikazana na slici 3.9. Kako je i ocˇekivano, konstanta vezanja




konstanta fine strukture ima Landauov pol. Perturbacijska teorija c´e se slomiti prije
nego sˇto se dosegne energija ovog iznosa [2]. Razlog vjerojatno lezˇi u cˇinjenici da se
perturbacijska teorija primjenjuje na skalama na kojima viˇse ne vrijedi. QED je dakle
strogo perturbativna teorija.
Fizikalno objasˇnjenje porasta konstante fine strukture s energijom nalazi se u cˇinjenici
da je zbog stvaranja virtualnih elektron-pozitron parova (npr. u dijagramu vakuum-
ske polarizacije) fizikalni naboj zasjenjen kao sˇto je prikazano na slici 3.9. Povec´anjem
energije zasjenjenje ima sve manji efekt i vrijednost (izmjerenog) naboja raste.
Slika 3.9: Ovisnost inverza konstante fine strukture o energiji i ilustracija efekta
zasjenjenja naboja
Ovisnost konstante fine strukture o energiji viˇse je puta eksperimentalno provjerena
te je potvrdeno slaganje s teorijskim predvidanjima. Na razlicˇitim skalama energije
ovisnost su provjerile kolaboracije TOPAZ, VENUS i L3 [9].
4 Renormalizacijske grupne jednadzˇbe (RGEs) za QCD
4.1 Struktura teorije i bazˇdarenje za duhove
Teorija koja valjano opisuje jake interakcije polazi od cˇinjenice da se kvarkovi, fer-
mioni necjelobrojnog iznosa naboja, pojavljuju u tri boje. Kako smo u kvantnoj elek-
trodinamici polazili od Abelove U(1) grupe simetrija, razumno je pretpostaviti da
c´e SU(3) grupa simetrija dobro opisati jake interakcije kvarkova i gluona. Kako je
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broj generatora Lieve grupe n2 − 1, za SU(3) c´e to biti osam Gell-Mannovih matrica.
Kako je grupna operacija mnozˇenje matrica, grupa je ne-Abelova. Vidjet c´emo da to
u QCD unosi nove vrste interakcija, odnosno nove vrhove u odnosu na QED. Kre-
nimo od QED lagranzˇijana kao predlosˇka za teoriju interakcije fermiona i bazˇdarnih
bozona uz neabelovsko poopc´enje
{Dµ = ∂µ + ieAµ} → {Dµ = ∂µ + igAaµT a}, (4.1)
gdje je a = 1, ..., 8, a T a su generatori SU(3) grupe (Dodatak C), koji zadovoljavaju
komutacijsku relaciju
[T a, T b] = ifabcT c, (4.2)
gdje su fabc potpuno antisimetricˇne i realne strukturne konstante. Gluonsko polje
dobiva se iz fotonskog zamjenom
{Fµν = ∂µAν − ∂νAµ} → {F aµν = ∂µAaν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν}. (4.3)
Iz kvadriranja (4.3) proizlazi da se u QCD-u pojavljuju trogluonski i cˇetverogluonski




µν,a + q¯(i /D −m)q. (4.4)
Teorija, da bi bila fizikalna, mora posˇtivati da vanjske linije propagiraju samo fizi-
kalne stupnjeve slobode, kao sˇto su transverzalni fotoni u QED-u. S druge strane,
unutarnje linije, koje se pojavljuju u petljama, predstavljaju sve stupnjeve slobode,
sˇto je dopusˇteno jer se nefizikalne komponente poniˇste uporabom Wardovog iden-
titeta, pa ne doprinose zatvorenim petljama. Kako u QCD-u postoje trogluonska i
cˇetverogluonska vezanja ovo pravilo, (barem u ovoj fazi izvoda) nije zadovoljeno.
Ako promotrimo lijevi dijagram na slici 4.1, svaka unutarnja linija mora imati neki
doprinos u ukupnoj amplitudi koji c´e poniˇstiti nefizikalne gluonske doprinose za tu li-
niju. To se mozˇe postic´i uvodenjem dodatnog dijagrama prikazanog na desnoj strani
slike 4.1. Isprekidane linije predstavljaju duhove (eng. ghosts), nefizikalne cˇestice
koje se pojavljuju samo kao unutarnje linije. Kako se doprinosi lijevog i desnog dija-
grama moraju dijelom poniˇstavati, petlja s duhovima mora imati negativan predznak.
To implicira da c´e duhovi posˇtivati Fermi-Diracovu statistiku iako c´e, kao sˇto c´emo
vidjeti, imati i neka bozonska svojstva. U teoriju ih se uvodi koriˇstenjem Faddeev-
Popov trika [2], pa se josˇ nazivaju i Faddeev-Popov duhovi.
Slika 4.1: Dijagram s trogluonskim vrhovima i njegova popravka uvodenjem duhova












Infinitezimalna bazˇdarna transformacija za gluonsko polje sada ima i ne-Abelov do-
prinos












ac − gfabcAbµ. (4.7)
Cilj nam je izracˇunati vakuumske ocˇekivane vrijednosti bazˇdarno invarijantnih ope-
ratora [12]. Biramo Feynman-t’Hooft-Landauovo bazˇdarenje
G(A) = ∂µAaµ + ω
a, (4.8)
koje uz infinitezimalnu transformaciju postaje




b) + ωa. (4.9)














Poopc´avanjem (4.12) dolazimo do izraza koji predstavlja prvi dio Faddeev-Popov























U ne-Abelovom slucˇaju determinanta u izrazu ne bi ovisila o A, pa bi je izvukli ispred









ne mozˇemo izvrsˇiti taj zahvat. Napravimo sada trik preimenovanja koji nec´e narusˇiti
bazˇdarnu invarijantnost: DA, S[A] i O[A] najprije pretvorimo u velicˇine koje ovise o
infinitezimalno transformiranom gluonskom polju DAα, S[Aα] i O[Aα] i nakon toga



























gornji dio, neovisan o ω, samo c´e biti pomnozˇen nekim fakorom proporcionalnim sa
ξ dok c´e nam taj zahvat na donjoj strani jednadzˇbe omoguc´iti integraciju δ-funkcije,
































Determinantu raspiˇsemo uzimajuc´i u obzir da se opc´enito determinanta svakog (di-
ferencijalnog) hermitskog operatora mozˇe prikazati kao integral po stazama [4], sˇto


























Ovdje c i c¯ predstavljaju kompleksna antikomutirajuc´a Lorentzova skalarna polja,
gdje su ca(x) i c¯a(x) Grassmanovi brojevi. Oni predstavljaju duhove u teoriji. Vidimo
da kao antikomutirajuc´e strukture posˇtuju Fermi-Diracovu statistiku dok s druge
strane zadovoljavaju Klein-Gordonovu jednadzˇbu, sˇto je svojstvo skalara. Posjedo-
vanje fermionskih i bozonskih svojstava istovremeno dopusˇteno je jer je rijecˇ o is-
kljucˇivo virtualnim cˇesticama. Konstanta vezanja g iz determinante apsorbirana je u





















2 + c¯a(−δab)cb − gfabcc¯a∂µ(Acµcb) + q¯(i /D −m)q.
(4.22)
te c´e na ovom obliku biti primjenjena renormalizirana perturbacijska teorija.
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4.2 Renormalizirana perturbacijska teorija za QCD


















Duh se po dimenziji ponasˇa kao i bozonsko polje. Multiplikativnom renormalizacijom











i preimenujmo polja u φr → φ radi jednostavnosti zapisa. Radi preglednosti interak-
cija, raspisat c´emo jakost gluonskog polja prema jednadzˇbi (4.3) te provesti renorma-
lizaciju. Renormalizirajmo lagranzˇijan cˇlan po cˇlan. Jakost gluonskog polja izrazˇena





ν − ∂νAaµ)2 +Z3/23 gBfabc∂µAaνAµ,bAν,c +Z23g2BfabcfadeAbµAcνAµ,dAν,e, (4.25)
gdje drugi i trec´i cˇlan predstavljaju renormalizaciju trogluonskog i cˇetverogluonskog







Dio s duhovima sada je jednak
Zc2 c¯
a(−δab)cb − Zc2Z1/23 gB c¯afabc∂µ(Acµcb), (4.27)
i konacˇno kvarkovski dio glasi
Z2q¯(i/∂ −m)q − Z2Z1/23 gB q¯ /AaT aq. (4.28)




gdje je Zs oznaka za renormalizacijski faktor zadane strukture, a gB,r gola konstanta

























redom za trogluonski, cˇetverogluonski, antikvark-gluon-kvark i antiduh-gluon-duh
vrhove. Svakom vrhu, kako je vidljivo, i dalje pridodajemo renormalizacijski faktor
Z1. Ako ove identitete izrazimo preko gole reskalirane konstante vezanja, vrijedi
gBµ
− = Z3g1 Z
−3/2





























Jednadzˇba (4.32) u literaturi [11] se poistovjec´uje sa Slavnov-Taylorovim identite-
tima, koji su u opc´enitijem smislu ne-Abelova analogija Wardovom identitetu u QED-
u. Vidimo da oni osiguravaju univerzalnost renormalizirane konstante vezanja. U
praksi su korisni kao provjera tocˇnosti racˇuna. Do renormalizacijskih grupnih jed-
nadzˇbi najjednostavnije c´emo doc´i racˇunajuc´i Z1, Z2 i Z3, koje c´e imati doprinose
analogne QED-u, do na razlike proiziˇsle iz struktura SU(3) algebre.
4.3 Radijativne korekcije QCD-a na nivou jedne petlje
Za izracˇun renormalizacijskih grupnih jednadzˇbi za QCD izabrat c´emo, medu radija-
tivnim korekcijama u najnizˇem redu, one doprinose koji se odnose na relaciju
gBµ
− = Z1Z−12 Z
−1/2
3 g. (4.33)
Renormalizacijski faktor Z2 izracˇunat c´emo iz dijagrama vlastite energije kvarka pri-
kazanog na slici 4.2. Konstantu vezanja za kvantnu kromodinamiku oznacˇit c´emo sa
gs.
Slika 4.2: Dijagram vlastite energije kvarka








(l2 −m2)((l − p)2 −m2g)
, (4.34)
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i potpuno je analogna amplitudi vlastite energije elektrona, odnosno razlikuje se u
faktoru




sˇto predstavlja sumu umnozˇaka dva generatora SU(3) algebre, sˇto je u ovom slucˇaju
svojstvena vrijednost Casimirove invarijante za fundamentalnu reprezentaciju. Iznos
renormalizacijskog faktora Z2 na nivou jedne petlje je jednostavno







Vlastita energija gluona na nivou jedne petlje sastojat c´e se od cˇetiri doprinosa prika-
zana na slici 4.3.
Slika 4.3: Dijagrami vlastite energije gluona
Za izracˇun renormalizacijskog faktora Z3 moramo dakle izracˇunati i sumirati sva
cˇetiri doprinosa. Analogno QED-u, ocˇekujemo proporcionalnost do na tenzorsku
strukturu
Πµν,ab(p) = (p2gµν − pµpν)Π(p2)δab. (4.37)
Slika 4.4: Dijagram vlastite energije gluona - kvarkovski doprinos






Tr(T bT a)Tr(γν(/l +m)γµ(/l − /p+m))
(l2 −m2)((l − p)2 −m2) , (4.38)
Uz standardnu Feynmanovu parametrizaciju i rezultat za trag cˇetiri γ-matrice [5] te
ostale procedure (Dodatak A i C), izdvajanjem 1/ cˇlana uz strukturu (p2gµν−pµpν)δab









gdje je C(f) Dynkinov indeks za reprezentaciju f , odnosno skalar koji se javlja u
izrazu Tr(T bT a)δab (T a su generatori iste reprezentacije), sˇto daje prvi doprinos re-
normalizacijskom faktoru oblika







pri cˇemu jeNf broj okusa kvarkova koji sudjeluju u procesu na nekoj zadanoj energiji.
Iduc´i doprinos je dijagram sa dva trogluoska vrha, prikazan na slici 4.5.
Slika 4.5: Dijagram vlastite energije gluona - prvi gluonski doprinos









(l2 −m2)((l + p)2 −m2) , (4.41)
gdje je S(l, p) struktura za dva trogluonska vrha oblika(
gνρ(p− l)σ + gρσ(2l+p)ν + gσν(−l−2p)ρ
)(



















i vidimo da ne posjeduje bazˇdarno invarijantnu formu (p2gµν − pµpν)δab, kao sˇto smo
i ocˇekivali. Dijagram s duhovima konacˇno c´e poniˇstiti nefizikalne gluonske stupnjeve
slobode za unutarnje linije ili, drugim rijecˇima, ukupan doprinos dijagrama u prvom
redu sastojat c´e se od bazˇdarno invarijantne forme do na konstantu proporcional-
nosti1.
Dijagram s cˇetverogluonskim vrhom prikazan je na slici 4.6.









(l2 −m2) , (4.44)
gdje je S(f, g) gluonski cˇetverovrh, funkcija strukturnih konstanti i metricˇnih ten-
zora. Ocˇito je da ovaj doprinos iˇscˇezava jer postojanje jednog propagatora rezultira
u integralu (A.4) za n = 1.
22
Slika 4.6: Dijagram vlastite energije gluona - drugi gluonski doprinos
Slika 4.7: Dijagram vlastite energije gluona - doprinos duhova
Dijagram vlastite energije gluona s petljom duhova prikazan je na slici 4.7.








f cbdfdaclν(l + p)µ
(l2 −m2d)((l + p)2 −m2d)
, (4.45)















Doprinos duhova i gluonski doprinos vlastitoj energiji gluona zatvaraju se u bazˇdarno
invarijantnu strukturu, sa renormalizacijskim faktorom








Svi doprinosi sumirani daju nam rezultat za renormalizacijski faktor gluonskog pro-
pagatora Z3 koji glasi:














Renormalizacijski faktor Z1 racˇunamo iz popravki QCD kvark-gluonskog vrha u pr-
vom redu. Faktoru doprinose dva dijagrama prikazana na slici 4.8.
Amplituda prvog procesa izraz je analogan korekciji QED elektron-foton vrha do na






T bT aT bγν(/l + /p
′ +m)γµ(/l + /p+m)γν
(l2 −m2g)((l + p)2 −m2)((l + p′)2 −m2)
, (4.49)
1Renormalizabilnost u kontekstu renormalizirane perturbacijske teorije podrazumijeva da u svim
redovima racˇuna smetnje strukture ostaju ocˇuvane do na konstantu proporcionalnosti.
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Slika 4.8: Dijagrami korekcije QCD vrha u najnizˇem redu
te c´e se rezultat razlikovati do na T bT aT b = (C2(f) − C2(G)/2)T a. Izdvajanjem 1/











Izraz u posljednjoj zagradi predstavlja goli QCD vrh.






fabcT bT cγν(/l +m)γρSµνρ
(l2 −m2)((l − p)2 −m2)((l − p′)2 −m2) , (4.51)
gdje je Sµνρ trogluonski vrh
Sµνρ = g
µ
ν (l + p− 2p′)ρ + gνρ(−2l + p+ p′)µ + gµρ (l − 2p+ p′)ν . (4.52)









Zbroj ova dva doprinosa konacˇno nam daje izraz za renormalizacijski faktor Z1 koji
glasi









U ovoj fazi imamo sve informacije potrebne za izracˇun renormalizacijskih grupnih
jednadzˇbi.
4.4 RGEs i efektivna konstanta vezanja za QCD
U prethodnom poglavlju za renormalizacijske faktore u prvom redu racˇuna smetnje
dobili smo rezultate:































Veza izmedu gole i renormalizirane jake konstante sada postaje
gsBµ
















Primjetimo da se u izrazu Z1Z−12 cˇlanovi C2(f) krate, sˇto odgovara Wardovom iden-
titetu (3.34) u QED-u.
Radi jednostavnosti zapisa uvodimo
gsBµ





















= β − gs. (4.58)
Izvod za QCD β-funkciju polazi od primjene operatora µd/dµ na izraz (4.57)
gsBµ




























b(1)gs (β − gs),
(4.59)

























iz kojeg se vidi da je β-funkcija za QCD negativna u teoriji koja sadrzˇi sˇest okusa. Ne-
gativnost implicira smanjenje konstante vezanja s povec´anjem energije, odnosno na
dovoljno visokim energijama teorija ulazi u rezˇim asimptotske slobode [2]. U ovom
slucˇaju, na visokim energijama i dalje je opravdano koristiti perturbativni racˇun. Pol
se sada javlja na niskim energijama, u tzv. rezˇimu zatocˇenja, gdje ga nije opravdano
koristiti. Zanimljivo je primijetiti da bi β rasla s energijom kada bi Nf > 16.
2Sakupljanje cˇlanova uz iste potencije -a generira neovisne jednadzˇbe. Da bi se izracˇunala β-
funkcija uz cˇlan 1/ potrebno je provesti racˇun u iduc´em redu racˇuna smetnje i tako redom za svaku
potenciju.
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Rjesˇavanjem jednadzˇbe i biranjem granica integracije od neke donje granice Λ (u




(33− 2Nf )ln( µ2Λ2 )
, (4.62)
sˇto implicira da konstanta vezanja opada s energijom.
Opadanje konstante vezanja s povec´anjem energije povlacˇi da je teorija ne-Abelova
[2]. Fizikalno objasˇnjenje ove cˇinjenice lezˇi u sljedec´em: kao i u QED-u, i u QCD-u
postoji polarizacija vakuuma stvaranjem kvark-antikvark virtualnih parova koja uz-
rokuje zasjenjenje naboja. Kad bi ovo bio dominantni efekt u teoriji (bilo da postoji
> 16 okusa kvarkova ili da nema medusobnog vezivanja gluona), QCD bi pokazivao
isto ponasˇanje kao i QED. Upravo zbog medusobnog vezivanja gluona, vakuum je
takoder popunjen virtualnim parovima gluona koji, naravno, nose boju. Time je na
vec´im udaljenostima, odnosno na manjim energijama, efektivni naboj (boja) vec´i.
Ovaj efekt poznat je kao antizasjenjenje. Medusobno vezanje gluona, prisjetimo se,
pojavilo se kao posljedica ne-Abelove strukture teorije.
Otkric´e asimptotske slobode (Gross, Politzer i Wilczek 1973.) opravdalo je
koriˇstenje perturbacijske teorije na visokim energijama, sˇto je omoguc´ilo kvantita-
tivna predvidanja fizikalnih opservabli (npr. udarnih presjeka) za visokoenergetske
hadronske procese. S druge strane, u rezˇimu zatocˇenja koristi se tzv. QCD na resˇetci
(eng. Lattice QCD), koji, iako daje rezultate, nije matematicˇki dokazan ab initio3.
Eksperimentalno proucˇavanje promjene jake konstante vezanja s energijom pro-
vodilo se nizom eksperimenata, primjerice proton-antiproton sudarima, elektron-
pozitron sudarima, neelasticˇnim lepton-hadron sudarima itd. [13]. Sakupljanje re-
zultata na razlicˇitim energijama daje ovisnost poznatu iz renormalizacijskih grupnih
jednadzˇbi.
4.5 RGEs i ujedinjenje konstanti vezanja
Recˇeno je vec´ kako je renormalizacijska grupa uvedena u fiziku zbog nemoguc´nosti
funkcioniranja perturbacijske teorije u kvantnoj elektrodinamici na visokim energi-
jama. Uskoro se ispostavilo da ona, prikazujuc´i ponasˇanje parametara teorije na
razlicˇitim skalama, efikasno pokazuje je li u nekoj teoriji moguc´e ujedinjenje para-
metara, odnosno postoji li energija na kojoj sve konstante vezanja imaju jednaku
vrijednost. Osim kriterija jednakosti parametara vezanja u nekoj tocˇki, napomenimo
da u kriterij ujedinjenja spada i pretpostavka da su te konstante vezanja dio neke
vec´e jedinstvene grupe, koja iznad tocˇke jednakosti valjano opisuje prirodu. Drugim
rijecˇima, iznad tocˇke ujedinjenja renormalizacijske grupne jednadzˇbe opisuju kons-
tantu veze te natkrivajuc´e grupe.
Povijesno gledano, ujedinjenje elektriciteta i magnetizma, ili elektromagnetske i slabe
3Iz osnovnih matematicˇkih principa.
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sile, navelo je na razumnu pretpostavku da bi teorija koja valjano opisuje prirodu
trebala biti definirana parametrima koji za neku odredenu energiju imaju jednake
vrijednosti, pa time pripadaju i nekoj opc´enitijoj grupi. To bi se moglo shvatiti tako
da u prirodi postoji jedinstvena sila kojoj na nekoj odredenoj energiji nije slomljena
simetrija. Uzmimo za primjer rezultate za QED i QCD, pri cˇemu c´emo QED rezul-
tat poopc´iti za sve naboje koji se pojavljuju u prirodi. Ustanovili smo da se njihove
konstante vezanja u odnosu na energiju ponasˇaju prema sljedec´em pravilu:
α(µ2) =
α0




(33− 2Nf )ln( µ2Λ2 )
, (4.63b)
Njihovo ponasˇanje graficˇki je prikazano na slici 4.9, uz uvrsˇtavanje eksperimentalnih




i = 20/3, evoluiranje
konstanti vezanja do skale mase top kvarka mt, i uvodenje novih stupnjeva slobode




i = 8. Prag je oznacˇen okomitom linijom.
Slika 4.9: Ovisnost inverza konstanti vezanja za QED i QCD o skali energije
Vidimo da na grafu postoji tocˇka ujedinjenja, odnosno energija na kojoj obje kons-
tante vezanja imaju jednaku vrijednost. Lijevo ili desno od tocˇke ujedinjenja jakosti
vezivanja poprimaju razlicˇite vrijednosti.
Renormalizacijske grupne jednadzˇbe ubuduc´e c´e nam dakle sluzˇiti i za proucˇavanje
moguc´nosti ujedinjenja parametara teorije.
5 Renormalizacijske grupne jednadzˇbe (RGEs) za
standardni model
5.1 Struktura teorije
Standardni model (SM) teorija je koja obuhvac´a elektromagnetsku, jaku i slabu silu.
Kao teorija polja konzistentan je s kvantnom mehanikom i specijalnom teorijom re-
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lativnosti. Pokazao se kao izuzetno uspjesˇna teorija za predvidanje i objasˇnjavanje
velikog broja poznatih fenomena te je samokonzistentan u teorijskom smislu. Iako
ne obuhvac´a gravitaciju i neke eksperimentalno potvrdene fenomene poput neutrin-
skih oscilacija i ubrzanog sˇirenja svemira4, zbog velike povijesne vazˇnosti, uspjeha
i matematicˇke konzistencije i danas ostaje teorija na cˇijim se temeljima grade novi
modeli. U kontekstu ovog rada od kljucˇne je vazˇnosti da posjeduje i svojstvo renor-
malizabilnosti. Standardni model je direktan produkt grupa simetrija
GSM = SU(3)C ⊗ SU(2)W ⊗ U(1)Y . (5.1)
Eksperimentalna zapazˇanja matematicˇki su valjano opisana unitarnim grupama
razlicˇitih dimenzija: SU(3) se odnosi na jaku silu koja posjeduje tri razlicˇita na-
boja (boje), SU(2) na slabu silu i U(1) na elektromagnetsku, gdje Y oznacˇava hi-
pernaboj, linearnu kombinaciju elektricˇnog naboja i trec´e komponente izospina. U
kontekstu kvantizirane bazˇdarne teorije, bazˇdarni bozoni su kvanti bazˇdarnih po-
lja, sˇto implicira da je broj bazˇdarnih bozona jednak broju generatora bazˇdarnih
polja. Kako SU(N) grupa ima N2−1 generatora, SU(3) zahtijeva osam bazˇdarnih bo-
zona (gluona) G, SU(2) tri bozona W i konacˇno, U(1) samo jedano bozonsko polje,
B. S obzirom na Lorentzove transformacije, fermioni se transformiraju kao spinori
te medudjeluju izmjenom spomenutih bazˇdarnih bozona, koji se transformiraju kao
vektori. Higgsov bozon transformira se kao skalar. Pregled cˇestica standardnog mo-
dela i interakcija medu njima prikazan je na slici 5.1.
Slika 5.1: Standardni model - cˇestice i njihove interakcije
Lagranzˇijan standardnog modela izvest c´emo u interakcijskoj bazi, za prvu genera-
ciju, bez loma simetrije. Za sada nam je poznato da c´e se lagranzˇijan standardnog
modela sastojati od jakosti polja za bazˇdarne bozone B, W i G, njihovih cˇlanova
dobivenih bazˇdarenjem (eng. gauge fixing terms) po uzoru na (4.18), te od Faddeev-
Popov duhova za polja W iG, koja predstavljaju ne-Abelove strukture u standardnom
modelu.
Za slabe interakcije eksperimentalno je poznato da narusˇavaju paritet, zbog cˇega
4Zbog cˇinenice da standardni model ne obuhvac´a sve poznate fenomene danas se smatra efektiv-
nom teorijom polja.
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c´emo fermione rastaviti na lijeve i desne komponente [14]. Moramo uzeti u obzir da
se leptoni (gdje su lijevi dubleti, a desni singleti) s obzirom na SU(2) transformiraju
po pravilu
eR → e′R = eR, (5.2a)
`L → `′L = e−iω
aTa`L. (5.2b)
Stoga su desne komponente uR, dR, eR i νR invarijantne na SU(2) transformacije i ne




µ . Primijetimo da desni neutrinski singlet
νR ne interagira ni slabom ni jakom interakcijom, niti posjeduje elektricˇni naboj;
kako je vec´ recˇeno, standardni model ne uzima u obzir neutrinske oscilacije, pa time
ni masu neutrina. Odsustvo interakcija za νR implicira da su za standardni model











; uR, dR, eR, (5.3)
gdje su u, d, ν i e redom gornji kvark, donji kvark, neutrino i elektron. Iz njih c´emo
graditi kineticˇke cˇlanove za fermione (i cˇlanove za Yukawina vezanja nakon uvodenja
Higgsovog polja).
Maseni cˇlanovi fermionskih polja se u lagranzˇijanu pojavljuju uz strukture oblika ψ¯ψ
ili po komponentama ψ¯LψR + ψ¯RψL, sˇto ocˇito nije invarijantno s obzirom na SU(2).
Masa bi se trebala generirati interakcijama koje mijenjaju kiralnost, sˇto u standard-
nom modelu ne mozˇe biti zadovoljeno s obzirom da lijevi fermioni nemaju desnog
partnera unutar iste SU(2) reprezentacije i obrnuto, odnosno ne postoje partneri sa
suprotnim slabim hipernabojem. Pod uvjetom da je on ocˇuvan u interakcijama, fer-
mioni ne mogu mijenjati kiralnost i u teoriji moraju ostati bezmaseni. Isto je tako
eksperimentalno poznato da W i Z bozoni imaju masu, no maseni cˇlan oblika npr.
WµW
µ ovisi o izboru bazˇdarenja. Stoga fermioni i bozoni standardnog modela mo-
raju dobiti mase nekim drugim mehanizmom. Oba problema rjesˇavaju se uvodenjem
Higgsovog polja, cˇiji je prvi cˇlan u lagranzˇijanu
LHiggs = (Dµφ)†(Dµφ)− µ2φ†φ− λ(φ†φ)2. (5.4)
Posljednja dva cˇlana gornjeg izraza predstavljaju Higgsov potencijal koji je invari-
jantan na SU(2) transformacije. Skalarno dubletno polje φ nakon fiksiranja lomi tri
globalne simetrije cˇime generira tri bezmasena Goldstonova bozona, koji c´e postati
longitudinalne komponente W bozona. Fermioni c´e dobiti masu interakcijama s Hig-
gsovim poljem preko Yukawinih vezanja, sˇto predstavlja drugi cˇlan u lagranzˇijanu u
kojem se pojavljuje Higgsovo polje (vidi (5.5) i (5.12)).
5Eksperimentalno je opazˇeno samo postojanje lijevih neutrina. U slucˇaju da postoje desne kompo-
nente, one su ili jako masivne ili interagiraju vrlo slabo.
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Konacˇno mozˇemo slozˇiti lagranzˇijan standardnog modela (bez sloma simetrije, u in-





















+ c¯aW (−δac)ccW + gabcc¯aW∂µ(W bµccW ) + c¯AG(−δAC)cCG + gsfABC c¯AG∂µ(GBµ cCG)
+ q¯Lii /DqLi + u¯Rii /DuRi + d¯Rii /DdRi + ¯`Lii /D`Li + e¯Rii /DeRi








Prvi red predstavlja jakosti polja za U(1), SU(2) i SU(3) bazˇdarne bozone, drugi
red cˇlanove fiksirane bazˇdarenjem, trec´i duhove za SU(2) i SU(3), cˇetvrti kineticˇke
fermionske cˇlanove, peti lagranzˇijan Higgsovog polja i zadnji Yukawine cˇlanove za
interakciju fermiona i Higgsovog polja, gdje indeksi i, j u (Y )ij predstavljaju gene-
racije fermiona koji se vezˇu na Higgsa, te je h.c. hermitski konjugat za Yukawine
cˇlanove. Kovarijantne derivacije za fermione i Higgsov bozon definirane su sa:
iDµ[qL] = i∂µ − gsGAµTA − gW aµT a − g′BµΥqL , (5.6a)
iDµ[uR] = i∂µ − gsGAµTA − g′BµΥuR , (5.6b)
iDµ[dR] = i∂µ − gsGAµTA − g′BµΥdR , (5.6c)
iDµ[`L] = i∂µ − gW aµT a − g′BµΥ`L , (5.6d)
iDµ[eR] = i∂µ − g′BµΥeR , (5.6e)
iDµ[φ] = i∂µ − gW aµT a − g′BµΥφ, (5.6f)
gdje Υ predstavlja slabi hipernaboj. U definicijama kovarijantnih derivacija zorno se
vidi da kvarkovski dubleti interagiraju svim trima silama dok kvarkovski singleti ne
interagiraju slabom silom. Jaka sila ne razlikuje dakle lijeve i desne cˇestice. Leptoni
opc´enito ne interagiraju jakom silom, dok leptonski singleti, kako je vec´ recˇeno, ne
vide ni slabu silu. Higgsovo polje se zapisuje kao SU(2) dublet i ne interagira jakom




(W 1 ∓ iW 2), (5.7a)
Zµ ≡ cosθWW 3µ − sinθWBµ, (5.7b)
Aµ ≡ cosθWBµ + sinθWW 3µ , (5.7c)
gdje je θW Weinbergov kut ili kut slabog mijesˇanja, koji rotacijom bazˇdarnih bozona
daje fizikalni foton i Z bozon.
Da pripremimo lagranzˇijan za renormaliziranu perturbacijsku teoriju, potrebno je josˇ
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raspisati jakosti bazˇdarnih polja i iskombinirati ih s cˇlanovima iz bazˇdarnog fiksiranja


































































































Raspiˇsimo josˇ i kineticˇki cˇlan (Dµφ)†(Dµφ) za Higgsovo polje:
φ†(
←−
∂ µ − igW aµT a − ig′BµΥφ)(
−→
∂ µ + igW µ,aT a + ig′BµΥφ)φ
= ∂µφ
†∂µφ− igW aµφ†T a
←→
∂ µφ− ig′ΥφBµφ†←→∂ µφ
+ g2W aµW




Lagranzˇijan standardnog modela sa definicijama kovarijantnih derivacija i raspisima
za cˇlanove bazˇdarnih polja i kineticˇkog cˇlana za Higgsovo polje sada je u formi u
kojoj c´e se njemu provesti standardna procedura u kontekstu renormalizirane per-
turbacijske teorije. Preglednosti radi, rastavit c´emo josˇ lagranzˇijan (5.5) na
LSM = Lgauge+fixing + Lghost + Lfermion + LHiggs + LY ukawa, (5.12)
gdje prvi cˇlan predstavlja prva dva reda, a ostali cˇlanovi zadani su svakim iduc´im
redom u (5.5). Nakon definicije renormalizacijskih konstanti renormalizirat c´emo
standardni model cˇlan po cˇlan zadan u (5.12).
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5.2 Renormalizacijska perturbacijska teorija za standardni model
Iz uvjeta bezdimenzionalnosti akcije slijede dimenzije za bozonska bazˇdarna polja,
duhove i fermione standardnog modela u dimenziji 4− 2:
[Bµ] = [W
a
µ ] = [G
A
µ ] = [φ] = [cW ] = [cG] =
D−2
2
= 1− , (5.13a)






Gole konstante vezanja imaju dimenzije:
[gB] = [gsB] = [g
′
B] = [Yu,d,e] = , (5.14a)
[λB] = 2, [µ
2
B] = 2. (5.14b)
Za lagranzˇijan (5.5) podrazumijevamo da se sastoji od nerenormaliziranih polja i go-
lih konstanta vezanja. Standardno, fermionska polja i duhove c´emo renormalizirati
faktorom Z2, bozonska faktorom Z3 dok renormalizacijski faktor Z1 pripada vertek-














































ij eRj; φB = Z
φ
2 φ, (5.15d)
sˇto predstavlja redom renormalizaciju bazˇdarnih bozona, duhova, kvarkova, leptona
i Higgsovog bozona.
Renormalizirajmo sada cˇlanove lagranzˇijana za bazˇdarna polja, koji nakon renorma-



















































































Renormaliziranje polja za cˇlan s duhovima daje rezultat
Lghost = ZcW2 c¯aW (−δab)cbW − ZcW2 (ZW3 )1/2gBabc∂µc¯aWW bµccW
+ ZcG2 c¯
A
G(−δAB)cBG − ZcG2 (ZG3 )1/2gsBfabc∂µc¯AGGBµ cCG,
(5.18)















Renormalizaciju kineticˇkih cˇlanova za fermione provest c´emo koristec´i pune defini-
cije kovarijantnih derivacija (5.6),
Lfermion =
(
ZqL2i q¯Lii/∂qLi − ZqL2i (ZG3 )1/2gsB q¯Li /GATAqLi




ZuR2i u¯Rii/∂uRi − ZuR2i (ZG3 )1/2gsBu¯Ri /GATAuRi




ZdR2i d¯Rii/∂dRi − ZdR2i (ZG3 )1/2gsBd¯Ri /GATAdRi






Lii/∂`Li − Z`L2i (ZW3 )1/2gB ¯`Li /W aT a`Li








gdje zagrade odvajaju razlicˇite vrste fermiona, iz cˇega se generiraju veze medu re-



































































Dvostruki indeksi za renormalizacijski faktor vrha Z1 oznacˇavaju vrstu fermiona i
bozona u opc´enitoj fermion-bozon-antifermion interakciji.
Renormaliziranje cˇlanova za Higgsov bozon uz raspis kineticˇkog cˇlana daje rezultat:
LHiggs = Zφ2 ∂µφ†∂µφ− iZφ2 (ZW3 )1/2gBW aµφ†T a
←→






















































































Renormalizacija polja u Yukawinom sektoru transformira lagranzˇijan u sljedec´i izraz:
LY ukawa =− (Zφ2 )1/2(ZqL†2 )1/2ik (YdB)kl(ZdR2 )1/2lj q¯LiφdRj
− (Zφ2 )1/2(ZqL†2 )1/2ik (YuB)kl(ZuR2 )1/2lj q¯Liiσ2φ∗uRj
− (Zφ2 )1/2(Z`L†2 )1/2ik (YeB)kl(ZeR2 )1/2lj ¯`LiφeRj + h.c.,
(5.24)










































































Konacˇno mozˇemo sistematski zapisati veze izmedu golih i fizikalnih konstanti vezanja
u standardnom modelu:
gBµ
− = (ZW3 )

























− = (ZG3 )





















− = (ZqL2i )
−1(ZB3 )
−1/2ZqLB1 g








































−2 = (Zφ2 )
−2Z4φ1 λ, (5.30b)
i konacˇno za Yukawin dio imamo poopc´enu relaciju:
(Y(u,d,e)B)ijµ
− = (Zφ2 )
−1/2((Zf12 )−1/2Zf1φf21 (Yu,d,e)(Zf22 )−1/2)ij (5.31)
gdje su f1 i f2 fermioni koji se vezˇu na Higgsa. Primijetimo da kroz izvod nismo
mijenjali poredak renormalizacijskih faktora u cˇlanu s Yukawinim vezanjima.
U izrazu ispod sustavno c´emo popisati relacije koje vezˇu renormalizacijske faktore u
standardnom modelu, koji kao posljedica Slavnov-Taylorovih identiteta osiguravaju






















































Veze medu renormalizacijskim faktorima koriste kao pomoc´ u odabiru onih radijativ-
nih korekcija preko kojih se najjednostavnije dobiju izrazi za izracˇun β-funkcija te kao
provjera tocˇnosti racˇuna. Takoder mogu posluzˇiti za izracˇun onih renormalizacijskih
faktora cˇiji je eksplicitan racˇun slozˇeniji (npr. za cˇetverovrhove6).
6Veze medu renormalizacijskim faktorima jamstvo su renormalizabilnosti teorije. To se u praksi
mozˇe lijepo vidjeti kada se slozˇeni racˇuni za npr. cˇetverovrhove na kraju svedu na izraz proporcionalan
jednom golom vrhu.
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5.3 Radijativne korekcije standardnog modela na nivou jedne pet-
lje I (vlastite energije)
Dijagrame vlastitih energija racˇunat c´emo redom kojim se cˇestice pojavljuju u la-
granzˇijanu standardnog modela. Nakon raspisa amplitude po Feynmanovim pravi-
lima izdvojit c´emo relevantni 1/ cˇlan iz svake amplitude. Na kraju poglavlja popisat
c´emo renormalizacijske faktore koje c´emo prepoznati kao faktore proporcionalnosti
koji se pojavljuju uz inverze propagatora teorije. Generacijske indekse oznacˇit c´emo
sa i i j, a spinorne indekse sa α i β, a QCD naboj (boju) sa ci. Kako je standardni
model kompleksnija teorija od onih koje smo do sada obradivali, uz svaku liniju ili
petlju oznacˇit c´emo koju cˇesticu predstavlja. Za svaki se dijagram podrazumijeva da
impuls p ulazi s desna. Mase zanemarujemo.
Dijagrami vlastite energije B bozona u standardnom modelu imaju sedam doprinosa,
prikazanih na slici 5.2, gdje prvi dijagram podrazumijeva sve fermione koji se javljaju
u teoriji (indeks boje odnosi se samo na kvarkove).
Slika 5.2: Dijagrami vlastite energije B bozona u najnizˇem redu
Amplituda za kvarkovski dublet qL ima oblik






l2(l − p)2 , (5.33)
pri cˇemu je δii = ng, δαα = 2 i δc1c1 = nc redom broj generacija, spinorna dimenzija i
broj boja. Opc´enito c´e u uglatim zagradama na lijevoj strani jednakosti stajati cˇestica
koja tvori petlju. Doprinosi ostalih fermionskih petlji potpuno su analogni, do na
razliku u ova tri faktora. Izdvajanje 1/ cˇlana za prvi dijagram na slici 5.2 daje
rezultate:









































gdje, naravno singleti ne nose spinorne indekse i leptoni ne nose boju. Primijetimo
invarijantnu strukturu gµνp2 − pµpν kakvu smo i ocˇekivali u racˇunu vlastite energije
bazˇdarnog bozona. Amplituda sa Higgsovim dubletom ima oblik





(2l − p)µ(2l − p)ν
l2(l − p)2 , (5.35)
i rezultira doprinosom








Poslijednji dijagram na slici 5.2 sadrzˇi jedan propagator i iˇscˇezava, sˇto smo vec´ do
sada susreli u QCD-u. Ubuduc´e c´e dijagrami tog tipa biti prikazani na slikama, no
u racˇunu c´emo ih zanemariti jer znamo da iˇscˇezavaju. Zbroj svih doprinosa, uz 1/























pri cˇemu je uzeto u obzir da je 2ng = nf , gdje je nf broj okusa7. Prethodni izraz
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Iduc´i se u teoriji pojavljuje SU(2) bazˇdarni bozon W . Dijagrami koji doprinose nje-
govoj vlastitoj energiji prikazani su na slici 5.3.
Slika 5.3: Dijagrami vlastite energije W bozona u najnizˇem redu
Oznaka na prvom dijagramu f sada obuhvac´a samo lijeve fermione teorije, dublete
qL i `L, buduc´i da W bozon ne interagira sa singletima. Stoga se popravka na vlastitu
energiju W bozona u najnizˇem redu sastoji od ukupno sedam doprinosa, od kojih
7U standardnom modelu postoji sˇest kvarkovskih i sˇest leptonskih okusa. Okus cˇestica mozˇe se
mijenjati elektroslabim interakcijama.
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dva, koja sadrzˇe jedan propagator (sasvim desno na slici 5.3) iˇscˇezavaju. U rezulta-
tima ocˇekujemo invarijantnu formu oblika (gµνp2 − pµpν)δab, no analogno slucˇaju u
QCD-u drugi i cˇetvrti dijagram na slici 5.3 zatvarat c´e ju tek u zbroju svojih dopri-
nosa. Rezultati c´e biti potpuno analogni onima za B bozon, do na razlike proiziˇsle iz
SU(2) algebre.
Korekcija na vlastitu energiju W bozona sastoji se od doprinosa



















































koji zbrojeni zatvaraju invarijantnu formu











iz cˇega iˇscˇitavamo renormalizacijski faktor ZW3 ,














Popravka u prvom redu racˇuna smetnje na vlastitu energiju bazˇdarnog SU(3) bo-
zona, gluona, prikazana je na slici 5.4 pri cˇemu f oznacˇava fermione s kojima gluon
Slika 5.4: Dijagrami vlastite energije G bozona u najnizˇem redu
interagira, odnosno kvarkovski dublet qL i singlete uR i dR. To obuhvac´a ukupno sˇest
doprinosa, od kojih trec´i po redu dijagram na slici 5.4 iˇscˇezava. Ponovno mozˇemo
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iskoristiti vec´ poznate rezultate za W bozon i modificirati ih u skladu s pravilima
SU(3) algebre. Rezultati slijede:



















































i daju ukupan doprinos oblika











iz cˇega iˇscˇitavamo renormalizacijski faktor ZG3 koji glasi:













Sˇto se ticˇe bozonskog dijela, preostaje nam izvrijedniti dijagrame vlastite energije u
kojima se B bozon pretvara u W bozon ili obrnuto. Dijagrami za ove procese prika-
zani su na slici 5.5. Sada f predstavlja qL. Za trec´i dijagram znamo da iˇscˇezava, no
Slika 5.5: Dijagrami vlastite energije za B −W prijelaz u prvom redu
isto vrijedi i za prva dva. Naime, vrhovi standardnog modela q¯Wq i φ†Wφ sadrzˇavaju
SU(2) generator T aαβ, dok vrhovi q¯Bq i φ
†Bφ sadrzˇavaju δαβ. Time zajedno zatva-
raju formu T aαα, koja naravno, iˇscˇezava
8. Dakle, nijedan od ovih dijagrama nema
neiˇscˇezavajuc´i doprinos, niti rezultira u novim renormalizacijskim faktorima (primi-
jetimo da se renormalizacijski fakori takvog tipa nisu pojavili tokom renormalizacije
lagranzˇijana). Time smo obuhvatili sve bozonske vlastite energije u teoriji.
Iduc´i se u lagranzˇijanu standardnog modela pojavljuju duhovi. Kako svaki duh inte-
ragira samo sa svojim bozonom, dakle cW sa W bozonom i cG sa G bozonom, svaki
c´e od duhova doprinijeti s jednim dijagramom, koji c´e potpuno definirati njegov re-
normalizacijski faktor u prvom redu. Dijagrami za duhove prikazani su na slici 5.6.
Prvi dijagram ima amplitudu
8U fundamentalnoj reprezentaciji SU(n) grupe generatori su opc´enito hermitske kompleksne n×n
matrice kojima trag iˇscˇezava (eng. traceless matrices).
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Slika 5.6: Dijagrami vlastitih energija za duhove standardnog modela






l2(l − p)2 , (5.45)
koja sadrzˇava 1/ cˇlan oblika























iz cˇega iˇscˇitavamo renormalizacijske fakore ZcW2 i Z
cG
2 :


















Pratec´i lagranzˇijan standardnog modela, na red dolaze vlastite energije fermiona.
Doprinosi vlastitoj energiji kvarkovskog dubleta qL prikazani su na slici 5.7. Prvi








l2(l − p)2 , (5.50)
40











Analogno, do na razlike u faktorima, mozˇemo napisati rezultate za drugi i trec´i dija-
gram sa W i G bozonom,

















i konacˇno, rezultate za posljednja dva dijagrama:


















































iz cˇega iˇscˇitavamo renormalizacijski faktor (ZqL2 )ij:






















Vlastita energija gornjeg kvarka uR sastoji se od tri doprinosa prikazana na slici 5.8.
Doprinosi ova tri dijagrama analogni su onima za qL, sa dvije razlike: kako se radi o
Slika 5.8: Dijagrami vlastitih energija za kvarkovski singlet uR













































sˇto daje renormalizacijski faktor (ZuR2 )ij:













Na slici 5.9 prikazani su doprinosi vlastitoj energiji donjeg kvarka dR, za prvi red
racˇuna smetnje. Rezultat trivijalno slijedi iz onog za gornji kvark, do na zamjenu
Slika 5.9: Dijagrami vlastitih energija za kvarkovski singlet dR

















sˇto implicira da je renormalizacijski faktor (ZdR2 )ij:













Od fermiona standardnog modela preostali su leptoni. Rezultati c´e ponovno biti
analogni onima za kvarkove, uz odsustvo boje, odnosno bez δcicj . Dijagrami vlastite
energije leptonskog dubleta `L prikazani su na slici 5.10. Dijagrami redom sadrzˇe 1/
































iz cˇega iˇscˇitavamo renormalizacijski faktor (Z`L2 )ij:















Dijagrami vlastite energije leptonskog singleta eR, prikazani na slici 5.11, sadrzˇe dva













iz cˇega proizlazi renormalizacijski faktor (ZeR2 )ij:











Od dijagrama vlastitih energija preostalo nam je josˇ izvrijedniti popravku na Higg-
sovo polje φ. Svi moguc´i dijagrami u prvom redu racˇuna smetnje prikazani su na slici
5.12. Fermioni fL i fR predstvljaju redom parove qL i uR, qL i dR i konacˇno leptonski
Slika 5.12: Dijagrami vlastitih energija za Higgsov dublet φ
par `L i eR, pri cˇemu zadnji par ne nosi indeks boje. Amplituda prvog dijagrama
struktura je oblika:






l2(l − p)2 , (5.65)
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sˇto rezultira u 1/ cˇlanu zadanom sa










iz cˇega proizlaze analogni doprinosi za ostale dvije fermionske kombinacije:




















Amplituda drugog dijagrama ima strukturu:






l2(l − p)2 , (5.68)
i RGE relevantni doprinos

















Dijagrami na slici 5.12 sasvim desno i donji dijagram lijevo ne doprinose. Ukupan
doprinos svih dijagrama stoga je izraz
−iΣαβ(φ) ⊇ −ip2δαβ
(
− nc(Tr(YuY †u ) + Tr(YdY †d ))− Tr(YeY †e )













u ) + Tr(YdY
†
d )) + Tr(YeY
†







Iz vlastitih energija bozona i fermiona u standardnom modelu izdvajanjem 1/ do-
prinosa u amplitudama, izracˇunali smo redom renormalizacijske faktore Z3 i Z2. Za
izracˇun renormalizacijskih grupnih jednadzˇbi, odnosno β-funkcija, preostalo nam je
izracˇunati renormalizacijske faktore Z1, i to iz najnizˇih popravki na sve moguc´e vr-
hove u standardnom modelu.
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5.4 Radijativne korekcije standardnog modela na nivou jedne pet-
lje II (vrhovi)
Vidjeli smo da su se u jednostavnim teorijama poput kvantne elektrodinamike i
kvantne kromodinamike pojavili jedan odnosno dva moguc´a trovrha. Standardni
model, opisan grupom simetrija (5.1), kompleksnija je teorija u kojoj c´e se javljati
dvovrhovi, trovrhovi i cˇetverovrhovi (eng. two, three, four point vertices). Tim redom
c´emo ih renormalizirati, uvodec´i ih redom kako se pojavljuju pripadne cˇestice u la-
granzˇijanu.
Jedini dvostruki vrh u standardnom modelu je onaj u Higgsovom cˇlanu uz µ2, prika-
zan na slici 5.13. Dvostruki vrh kojeg c´emo oznacˇiti sa V (φ†φ) ima, u prvom redu,
Slika 5.13: Dijagram popravke φ†φ vrha
popravku oblika
iVαβ(φ




(p+ l)µ(l + p)µ
(l2)2(l − p)2 , (5.73)










Iz ovog doprinosa slijedi renormalizacijski faktor (Zφµ1 )
−1
(Zφµ1 )








U ovom dijelu poglavlja prelazimo na trovrhove standardnog modela. Opc´enito c´emo
ih oznacˇavati s V (aBb), gdje c´e a biti bozon, antifermion, antiduh ili kompleksno
konjugirano Higgsovo polje, B bazˇdarni bozon ili kod Yukawinih cˇlanova Higgsovo
polje, i konacˇno b bozon, fermion, duh ili Higgs. Impulsi propagatora, ukoliko nisu
naznacˇeni na slici dijagrama, bit c´e jasni iz nazivnika u amplitudama. Tijekom re-
normalizacije pojavit c´e se velik broj analognih racˇuna, sˇto c´e olaksˇati popisivanje
doprinosa koji c´e u nekim slucˇajevima biti jasni odmah iz dijagrama. U standardnom
modelu postoje 22 razlicˇita trovrha koja c´emo renormalizirati na nivou jedne petlje.
Provodit c´emo standardnu proceduru, iz popravke u prvom redu izdvojit c´emo cˇlan
1/ iz amplituda, zbrojiti doprinose svih moguc´ih procesa, i u konacˇnici prepoznati
i izdvojiti renormalizacijski faktor, tako da otklonimo goli vrh. Pod golim vrhom u
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ovom kontekstu podrazumijevamo vrh u nultom redu racˇuna smetnje (na primjeru
QED vrha u ovom slucˇaju golim vrhom nazivamo strukturu −ieγµ, a ne −ieBγµ kao
inacˇe).
U skladu s lagranzˇijanom (5.5) prvo c´emo renormalizirati vrhove oblika V (V V V )
gdje je V bazˇdarni bozon. Kako je B Abelov bazˇdarni bozon, ne postoji vrh V (BBB).
Prvi trovrh sastavljen samo od bozona koji se javlja u teoriji je oblika V (WWW ). Svi
procesi koji doprinose korekciji vrha u najnizˇem redu prikazani su na slici 5.14. Prvi
Slika 5.14: Dijagrami popravke WWW vrha
dijagram sastoji se od dva doprinosa, koja podrazumijevaju dva smjera fermionske
linije, pri cˇemu su fermioni lijevi (odmah popisujemo sve doprinose qL i `L). Prvi
dijagram prikazan na slici 5.13. je struktura oblika




Tr(γµ(/l − /p)γν/lγρ(/l − /p′)PL)
l2(l − p)2(l − p′)2 ,
(5.76)
dok se drugi, koji se razlikuje u tome sˇto fermionska linija ide u suprotnom smjeru
(nije prikazan na 5.14), razlikuje u predznaku i poretku generatora. Oni zajedno
zatvaraju formu
Tr(T aT bT c−T aT cT b) = Tr(T a[T b, T c]) = iT r(T abcdT d) = ibcdδadC(f, 2) = iC(f)abc,
(5.77)
i sadrzˇe 1/ cˇlan
iV1(WWW ) ⊇ Sµνρ(p1, p2, p3)
(1
3






gdje smo izdvojili goli vrh koji ima oblik
Sµνρ(p1, p2, p3) = g
abc
(




gdje smo zbog postizanja simetricˇnosti oblika Sµνρ uveli p1 = p−p′, p2 = −p i p3 = p′.





Sµσ2σ3(p1, l + p2,−l + p3)Sνσ1σ2(p2, l,−l − p2)Sρσ3σ1(p3, l − p3,−l)
l2(l − p)2(l − p′)2 .
(5.80)
Nakon poduzˇeg algebarskog racˇuna i integracije po impulsu umnozˇak tri vrha re-
normalizira se svodenjem na izraz proporcionalan golom vrhu, sˇto rezultira u 1/
doprinosu









Trec´i dijagram na slici 5.14 sastavljen je od tri doprinosa jer se bozonska petlja mozˇe
pojaviti na bilo kojoj od tri vanjske noge. Primijetimo i da svaki dijagram ima faktor







l2(l − p1)2 , (5.82)




+ dbd1dcd2(gνρgσ1σ2 − gνσ2gσ1ρ)




Umnozˇak trovrha i cˇetverovrha svede se na izraz proprorcionalan golom vrhu, sˇto
rezultira u 1/ doprinosu za prvi dijagram ovog tipa










dok se ostala dva dijagrama dobiju ciklicˇkom zamjenom
(a, µ, p1)→ (b, ν, p2)→ (c, ρ, p3), (5.85)
sˇto u sumi daje ukupan doprinos










Dijagram s tri duhova propagatora ponovno ima dva doprinosa, koji se razlikuju u
smjeru petlje duhova. Dijagram na slici 5.14 ima amplitudu oblika





d2d3ad1d2bd3d1c(l − p′)µ(l − p)νlρ
l2(l − p)2(l − p′)2 , (5.87)
i zajedno sa dijagramom u kojem je petlja suprotnog smjera zatvara 1/ cˇlan oblika











Predzadnji dijagram na slici 5.14 ponovno se pojavljuje u tri varijante, na nacˇin da
se skalarna petlja mozˇe pojaviti na bilo kojoj od tri vanjske noge. No, ako raspiˇsemo
Feynmanova pravila za ovaj dijagram, vidimo da je on u nazivniku neparan u l, od-
nosno iz vrha V (φ†Wφ) pojavljuje se faktor (2l)µ. Mozˇe se pokazati da ovaj dimen-
zijski integral iˇscˇezava, cˇime ni jedan od ova tri dijagrama ne doprinosi. Posljednji
dijagram na slici 5.14 ima amplitudu oblika
iV6a(WWW ) = g




(2l − p− p′)µ(2l − p)ν(2l − p′)ρ
l2(l − p)2(l − p′)2 . (5.89)
Kada mu se pridruzˇi drugi dijagram sa skalarnom petljom u suprotnom smjeru, za-
jedno doprinose sa 1/ cˇlanom:









Zbrajanjem svih doprinosa dobijemo ukupan 1/ cˇlan koji glasi
iV (WWW ) ⊇ Sµνρ(p1, p2, p3)
(1
3






(1 + C(f, 2))C2(G, 2)− 1
12










Izraz c´emo dodatno pojednostavniti uzimanjem da je Dykinov indeks za funda-

















Sljedec´i je na redu vrh s tri gluona, trovrh V (GGG). Dijagrami koji doprinose po-
pravci ovog vrha prikazani su na slici 5.15. Impulse i dalje oznacˇavamo na isti nacˇin
kao npr. na slici 5.14, a indekse u petljama numeriramo pocˇevsˇi od donjeg, u smjeru
kazaljke sata. Svakako, kako poznamo doprinose za V (WWW ), popravke za troglu-
onski vrh bit c´e potpuno analogne, do na zamjene
abc → fABC
C2(G, 2)→ C2(G, 3)
C(f, 2)→ C(f, 3)
g → gs
(5.93)
odnosno do na razlike proiziˇsle iz prelaska SU(2) algebre u SU(3) algebru, i razlike
u jakostima vezanja. Prvi dijagram podrazumijeva kvarkove qL, uR i dR, i svaki od
njih ima dva doprinosa, do na obrtanje fermionske linije. U njemu c´e se pojaviti
faktor 4nf/3 koji proizlazi iz srukture nf (2 + 1 + 1)/3 gdje faktor dva proizlazi iz qL,
a jedinice iz uR i dR. Trec´i dijagram ima tri doprinosa, gdje se gluonska petlja mozˇe
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Slika 5.15: Dijagrami popravke GGG vrha
pojaviti na bilo kojoj vanjskoj nozi. Konacˇno, zadnji dijagram ima dva doprinosa,
po jedan za svaki smjer petlje duhova. Analogne doprinose mozˇemo odmah popisati
koristec´i prethodne rezultate:






































sˇto daje ukupan doprinos oblika











iz cˇega iˇscˇitavamo renormalizacijski faktor (Z3G1 )
−1,
(Z3G1 )











Prelazimo na korekciju vrha V (c¯WWcW ), koji ima dva doprinosa prikazana na slici
5.16. Prvi je dijagram struktura





′ − p, l − p′,−l + p)p′νlρ
l2(l − p)2(l − p′)2 ,
(5.97)
koja sadrzˇi 1/ cˇlan:










Drugi dijagram ima amplitudu:




p′ν(−l + p′)µ(−l + p)ν
l2(l − p)2(l − p′)2 , (5.99)
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Slika 5.16: Dijagrami popravke c¯WWcW vrha
iz koje izdvajamo RGE relevantni cˇlan









Oba dijagrama ukupno doprinose s








iz cˇega proizlazi renormalizacijski faktor (ZcW1 )
−1
(ZcW1 )









Korekcija vrha V (c¯GGcG) ima dva doprinosa prikazana na slici 5.17. Koristec´i za-
Slika 5.17: Dijagrami popravke c¯GGcG vrha





















Zbroj oba doprinosa i otklanjanje golog vrha daje renormalizacijski faktor (ZcG1 )
−1,
(ZcG1 )










Prelazimo na klasu trovrhova antifermion-bozon-fermion, oblika V (f¯V f). Pratec´i la-
granzˇijan (5.5), prvi vrh koji renormaliziramo je V (q¯LBqL), cˇiji su doprinosi prikazani
na slici 5.18. Za ovaj primjer raspisat c´emo amplitudu svakog dijagrama i pripadajuc´i
1/ doprinos dok c´emo doprinose za sve ostale vrhove ovog tipa popisivati analogno,
pazec´i na boje, SU(2) indekse, pripadajuc´e jakosti vezanja i reprezentaciju. Prvi dija-
Slika 5.18: Dijagrami popravke q¯LBqL vrha






γνPL(−/l + /p′)γµPL(−/l + /p)γνPL
l2(l − p)2(l − p′)2 , (5.105)







Ostala dva dijagrama imaju identicˇnu strukturu, a razlikuju se u konstantnim fakto-
rima: svaki vrh V (f¯V f), u slucˇaju da je V ne-Abelov bazˇdarni bozon, sadrzˇi genera-
tor, koji c´e se s generatorom drugog vrha zatvoriti u Casimirovu invarijantu. Stoga
su njihovi doprinosi












Ista struktura (identicˇan dimenzijski integral) javlja se i u naredna dva dijagrama sa
Higgsovim propagatorom, do na razliku sˇto se u V (f¯φf) umjesto δij nalazi Yukawina
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gdje smo hipernaboje raspisali tako da zadovoljimo proporcionalnost do na goli vrh.






/lPL(2l − p− p′)µ
l2(l − p)2(l − p′)2 , (5.109)



























Doprinos svih sedam dijagrama glasi
iV (q¯LBqL) ⊇ −ig′γµPLΥqLδαβ
((
g′2Υ2qL + g



















pri cˇemu smo koristitli cˇinjenicu da je
ΥuR −Υφ = ΥdR + Υφ = ΥqL , (5.112)




ij = 1 +
((
g′2Υ2qL + g


















Iduc´i je na redu vrh oblika V (u¯RBuR). Dijagrami koji doprinose korekciji ovog vrha
u najnizˇem redu racˇuna smetnje prikazani su na slici 5.19. Rezultati su potpuno
Slika 5.19: Dijagrami popravke u¯RBuR vrha
analogni onima za V (q¯LBqL) vrh, uz cˇinjenice da lijevi projektor u golom vrhu postaje
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desni, mijenja se hipernaboj i izostavljamo SU(2) indekse, sˇto rezultira odsuutstvom































Primijetimo da u zadnja dva doprinosa nema faktora 1/2, koji se pokratio s δαα koji
se pojavljuje zbog Higgsa. Zbroj svih doprinosa, uz koriˇstenje (5.112) iznosi

































Dijagrami koji doprinose korekciji vrha V (d¯RBdR) prikazani su na slici 5.20. Dopri-
Slika 5.20: Dijagrami popravke d¯RBdR vrha
nosi su identicˇni kao u prethodnom primjeru. To implicira da odmah znamo napisati
renormalizacijski faktor, jer se mijenjaju jedino hipernaboj i Yukawina matrica. Re-



















Prelazimo na interakcije B bozona s leptonima. Korekcije na vrh V (¯`LB`L) prikazani









































Slika 5.21: Dijagrami popravke ¯`LB`L vrha
Zbroj svih doprinosa i otklanjanje golog vrha daje nam renormalizacijski faktor
(Z`LB1 )
−1
ij , koji glasi
(Z`LB1 )
−1


















Zadnji vrh sa B bozonom koji nam preostaje je V (e¯RBeR), cˇija su tri doprinosa pri-
kazana na slici 5.22. Pratec´i rezultate renormalizacije vrhova V (u¯RBuR) i V (¯`LB`L),


























iz cˇega slijedi renormalizacijski faktor (ZeRB1 )
−1
ij , koji glasi
(ZeRB1 )
−1












Prelazimo na grupu vrhova sa W bozonom. Prvi takav vrh, V (q¯LWqL) sastoji se od
sˇest doprinosa prikazanih na slici 5.23. Prva tri doprinosa odmah mozˇemo napisati
koristec´i rezultate za V (q¯LBqL) vrh:

























Slika 5.23: Dijagrami popravke q¯LWqL vrha
gdje smo u drugom izrazu koristili














µνρ(p′ − p, l − p′ − l + p)
l2(l − p)2(l − p′)2 ,
(5.124)
koja sadrzˇi 1/ doprinos









Doprinosi zadnja dva dijagrama ponovno su nam analogno poznati:



















































Dijagrami koji doprinose korekciji vrha V (¯`LW`L) prikazani su na slici 5.24. Svi
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Slika 5.24: Dijagrami popravke ¯`LW`L vrha
doprinosi analogni su onima u prethodnom primjeru i iznose




























































Iz klase antifermion-bozon-fermion interakcija preostalo je renormalizirati vrhove
u kojima gluoni interagiraju s kvarkovima. Prvi takav vrh, oblika V (q¯LGqL), u
najnizˇem redu racˇuna smetnje sadrzˇi sˇest doprinosa prikazanih na slici 5.25. Dopri-
Slika 5.25: Dijagrami popravke q¯LGqL vrha
nose iˇscˇitavamo iz rezultata renormalizacije za V (q¯LWqL) vrh, pri cˇemu se jednakost
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2C2(f, 2) + g
2
















Korekcije u prvom redu racˇuna smetnje za vrhove V (u¯RGuR) i V (d¯RGdR) prikazane
su na slici 5.269. Doprinosi korekcija za V (u¯RGuR) glase:



















































9Oznaka qR na trec´em dijagramu podrazumijeva uR za vrh V (u¯RGuR) i dR za vrh V (d¯RGdR).
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s(C2(f, 3) + C2(G, 3)
)






Time je zavrsˇena renormalizacija vrhova oblika V (f¯V f). Iduc´a je na redu klasa oblika
V (s†V s), odnosno interakcije Higgsovog bozona, skalara, sa bazˇdarnim, vektorskim
bozonima. Prvi takav vrh je oblika V (φ†Bφ). Svi dijagrami koji doprinose korek-
ciji ovog vrha u prvom redu racˇuna smetnje prikazani su na slici 5.27. Prvi i drugi
Slika 5.27: Dijagrami korekcije φ†Bφ vrha
dijagram sadrzˇe vec´ poznatu strukturu pa njihov doprinos slijedi analogno. Trec´i di-
jagram po redu u brojniku je neparan u impulsu, tocˇnije sadrzˇava (l+ p− p′)µ, stoga
dimenzijski integral iˇscˇezava. Dijagrami s fermionskom petljom sadrzˇe kombinacije
kvarkovskskih dubleta s kvarkovskim singletima qLqRqR i qRqLqL, i kombinacije lep-
tonskih dubleta sa singletima `LeReR i eR`L`L, gdje je qR = uR, dR, sˇto daje ukupno
sˇest doprinosa. Zadnja dva dijagrama na slici 5.27. sadrzˇe po dva doprinosa jer
se bozon-Higgs petlja mozˇe pojaviti na bilo kojoj od dvije Higgsove vanjske noge.
Izracˇunom 1/ doprinosa za svaki cˇlan i njihovim zbrajanjem dobije se rezultat
iV (φ†Bφ) ⊇ −ig′(p+ p′)µΥφδαβ
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gdje trag potjecˇe od fermionskih petlji. Otklanjanjem golog vrha dobijemo renorma-












Slika 5.28: Dijagrami korekcije φ†Wφ vrha
Zadnji bozonsko-skalarni vrh, oblika V (φ†Wφ) u prvom redu racˇuna smetnje sadrzˇi
korekcije prikazane na slici 5.28. Racˇuni za prva dva dijagrama analogni su prethod-
nim slucˇajevima. Trec´i dijagram po redu u brojniku sadrzˇi faktor abc{T a, T b} cˇime
njegov doprinos iˇscˇezava. Cˇetvrti dijagram zbog neparnog impulsa u brojniku am-
plitude takoder iˇscˇezava. Dijagram s fermionskom petljom sadrzˇi kombinacije dva
fermionska dubleta sa singletima, posebno za kvarkove i leptone, sˇto rezultira trima
doprinosima. Zadnji dijagram sadrzˇi cˇetiri doprinosa: do na zamjenu smjera petlje
bozon-skalar i do na permutaciju petlje po Higgsovim vanjskim nogama. Svi RGE
relevantni doprinosi zatvaraju strukturu
iV (φ†Wφ) ⊇ −ig(p+ p′)µT aαβ
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Posljednje su na redu interakcije fermiona s Higgsovim poljem, sˇto c´e rezultirati re-
normalizacijom Yukawinih vezanja. Prvi na redu je vrh oblika V (q¯LφcuR). Svi do-
prinosi korekciji ovog dijagrama prikazani su na slici 5.29. Prvi dijagram sastoji se
od dva doprinosa, gdje se u petljama redom nalaze kombinacije qLBφ i uRφB. Trec´i
dijagram sastoji se takoder od dva doprinosa, za B i G bozon u petlji. Svi doprinosi
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Slika 5.29: Dijagrami korekcije q¯LφcuR vrha










































Doprinosi korekciji vrha V (q¯LφdR) prikazani su na slici 5.30. Doprinosi su potpuno
Slika 5.30: Dijagrami korekcije q¯LφdR vrha























Zadnji trovrh standardnog modela oblika je V (¯`LφeR). Njegov renormalizacijski fa-
kor odmah mozˇemo napisati iz prethodnog rezultata, uzimajuc´i u obzir da leptoni
ne interagiraju jakom silom i da je desni elektron jedini moguc´i leptonski singlet.

















Yukawina vezanja sadrzˇe i hermitski konjugirane cˇlanove. Doprinosi za takve vrhove
razlikuju se od prethodno izracˇunatih u cˇinjenici da su goli vrhovi u gornjim dijagra-
mima takoder hermitski konjugati golih vrhova koji se pojavljuju u korekcijama za
hermitski konjugirane cˇlanove. Stoga su i renormalizacijski faktori (koji su u ovom
slucˇaju matrice (vidi 5.25)) takoder hermitski konjugati. Njihov skalarni faktor pro-
porcionalnosti je identicˇan.
Preostaje nam izracˇunati korekcije za Higgsov cˇetverovrh V (φφφφ), ili skrac´eno
V (4φ), koji c´e nam omoguc´iti izracˇun β-funkcije za vezanje λ. Za popis dijagrama
potrebno je razmotriti kakva je topologija cˇetverovrha, prikazana na slici 5.31. Na-
Slika 5.31: Toplogija cˇetverovrha
kon sˇto nam je poznata toplogija popiˇsemo sve dijagrame s cˇetiri Higgsove vanjske
noge. Dijagrame konstruiramo tako da su propagatori u petljama dopusˇteni golim
vrhovima standarnog modela. Na slici 5.32 prikazan je po jedan primjer za dijagram
s cˇetiri propagatora (eng. box diagram), dijagram sa tri propagatora (eng. triangle di-
agram) i dijagram s dva propagatora. Provodenjem standardne procedure, raspisom
Slika 5.32: Primjeri doprinosa korekcijama cˇetverovrha za Higgsov bozon
Feynmanovih pravila, koriˇstenjem relacija za umnosˇke generatora (vidi Dodatak C) i
izdvajanjem 1/ cˇlana dijagrami s redom cˇetiri, tri i dva propagatora daju doprinose:
















gdje su f skalarni faktori za svaku klasu dijagrama oblika
f = −2Tr(nc((YuY †u )2 + (YdY †d )2) + (YeY †e )2) + 2g′4Υ4φ (5.144a)
+g′2g2Υ2φ(2− 2N ) + g4(N+14 − 1N + 12N2 ),
f4 = −4g′4Υ4φ − 2g′2g2Υ2φ(2− 2N )− g4(N+12 − 2N + 1N2 ) (5.144b)
−4g′2Υ2φλ− 4g2λ(N2 − 12N ),
f© = 4g4(N+12 − 2N + 1N2 ) + 8g′2g2Υ2φ(1− 1N ) + 8g′4Υ4φ + 24λ2. (5.144c)
Otklanjanjem golog vrha oblika −2iλ(δαγδβδ + δαδδβγ), uvrsˇtavanjem N = 2 i zbraja-
njem svih doprinosa dobijemo renormalizacijski faktor (Z4φ1 )
−1:
(Z4φ1 )

























U ovoj fazi imamo dovoljno informacija za izracˇun β-funkcija za tri konstante ve-
zanja standardnog modela te za Yukawina vezanja i Higgsovo vezanje λ. Integra-
cijom c´emo nakon toga izracˇunati efektivne konstante vezanja standardnog modela
i ispitati moguc´nost ujedinjenja. Prije samog izvoda za renormalizacijske grupne
jednadzˇbe provjerit c´emo tocˇnost renormalizacijskih faktora iz Slavnov-Taylorovih
identiteta za standardni model (5.32).
5.5 Provjera i popis renormalizacijskih faktora standardnog mo-
dela
Sada kada nam je poznata vrijednost gotovo svih renormalizacijskih faktora za stan-
dardni model uvrstimo ih u relacije (5.32), pri tom koristec´i razvoj
















































Primijetimo da iz relacija (5.32) nuzˇno slijedi
(ZW3 )
−1/2(Z4W1 )

















1/2 = 1 (5.148c)






−1 = 1 +
1
3







−1 = 1 +
1
3




















Mozˇe se pokazati da isti rezultati slijede iz eksplicitnog racˇuna.
Prije racˇunanja renormalizacijskih grupnih jednadzˇbi popiˇsimo sve rezultate za re-








+ Υ2uR + Υ
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dR
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ij = 1 +
((
g′2Υ2qL + g



































































































































2C2(f, 2) + g
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s(C2(f, 3) + C2(G, 3)
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2C2(f, 2) + 4g
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2C2(f, 2) + 4g
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g2 + 2g′2Υ2φ +
1
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d . Za renormalizacijske faktore u
matricˇnoj formi 1 predstavlja δij.
5.6 RGEs i efektivne konstante vezanja za standardni model
Sada kada su nam poznate veze izmedu golih i renormaliziranih konstanti vezanja,
kao i renormalizacijski faktori standardnog modela, mozˇemo izracˇunati β-funkcije
i efektivne konstante vezanja, te ispitati moguc´nost ujedinjenja parametara teorije.
Krec´emo s trima osnovnim konstantama, jakostima vezanja g′, g i gs, koje c´emo re-
dom nazvati g1, g2 i g3, radi kasnije laksˇe usporedbe s literaturom, uz napomenu da






Vrac´amo se na relacije (5.26), (5.27) i (5.28), gdje c´emo izracˇunati prvi umnozˇak
renormalizacijskih faktora. Svi ostali daju isti rezultat, kao sˇto je dokazano u pret-
hodnom poglavlju. Racˇunat c´emo faktore za najnizˇi red a(1)i pri cˇemu je
gi,Bµ
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− = (ZG3 )
−3/2Z3G1 gs

















































gdje je a′(1)1 = 3/5a
(1)
1 u skladu sa reskaliranjem (5.151). Sve gole, reskalirane kons-
tante vezanja imaju istu strukturu do na razlike u faktorima ai. Stoga mozˇemo pot-
puno opc´enito izvesti β-funkciju do prvog reda:
gi,Bµ





















































































gdje su bi definirani svojim beta funkcijama βi:











b3 = 11− 2
3
nf . (5.159c)
Rezultati se poklapaju s literaturom [16], no mozˇemo ih provjeriti poznavajuc´i










gdje je nfL = 2nf broj lijevih fermiona, a ns broj skalara koji se vezˇu na bazˇdarne











gdje su ti skalarni i fermionski naboji teorije. U izrazu (5.160) zanimljivo je primijetiti
da, kada su nfL i ns dovoljno mali, odnosno kad je N dovoljno velik, koeficijent bN je
pozitivan, sˇto rezultira smanjenjem konstante vezanja kako skala raste, sˇto je, kako
smo vec´ vidjeli, obiljezˇje asimptotske slobode. Efekt asimptotske slobode drasticˇno
se povec´ava s porastom N .
Integriranjem inverza β-funkcije, pri cˇemu je donja granica poznata eksperimentalna
vrijednost µ0 = mZ , te izrazˇavanjem konstanti vezanja preko αi = g2i /4pi, dobijemo
opc´enito ponasˇanje parametara teorije s energijom koje glasi









Za graficˇki prikaz evolucije konstanti vezanja potrebno je povezati konstante αi s












sˇto uvrsˇtavanjem poznatih eksperimentalnih vrijednosti na skali mase Z bozona mZ
[17] daje priblizˇne numericˇke vrijednosti:
α−11 (mZ) = 59.0131, (5.164a)
α−12 (mZ) = 29.5449, (5.164b)
α−13 (mZ) = 8.4388. (5.164c)
Uvrsˇtavanjem numericˇkih vrijednosti za α−1i i izracˇunatih koeficijenata bi u jednadzˇbu
(5.162) dobijemo graf prikazan na slici 5.33. Kao sˇto je vidljivo na grafu, na skalama
1013 − 1017 GeV-a nalazi se tzv. trokut ujedinjenja. Iako sve tri konstante vezanja na
nizˇim skalama konvergiraju jedna drugoj, u okviru standardnog modela ne postoji
tocˇka u kojoj su sve tri vrijednosti konstanti jednake. Na detaljniju razradu ovog
problema i njegovu diskusiju u kontekstu drugih modela poput minimalnog super-
simetricˇnog standardnog modela (MSSM) vratit c´emo se kasnije, nakon izracˇuna
β-funkcija za Yukawina vezanja i Higgsov sektor.
Slika 5.33: Ovisnost konstanti vezanja standardnog modela o skali µ
























































































Uvrsˇtavanjem renormalizacijskih faktora, Casimirove invarijante i vrijednosti hiper-

























































d ) + YeY
†
e ). (5.168)
Koeficijenti ai u Yukawinim vezanjima imaju slozˇenu ovisnost o parametrima koji





i Yi + c2YdY
†





gdje smo radi preglednosti zapisa ispustili matricˇne indekse. β-funkcija ovisi o svim







− ρka(1)k (x), (5.170)





























)− a(1)i . (5.171)
Uvrsˇtavanjem izraza (5.169) dobijemo
βi = 2c1ig
2








e Yi − a(1)i = 2a(1)i , (5.172)


























































koje se u potpunosti slazˇu s literaturom [16].
U Higgsovom sektoru izvrijednit c´emo β-funkciju za vezanje cˇetiri Higgsa λ i β-
funkciju za vakuumsku ocˇekivanu vrijednost skalarnog polja v. Polazimo od relacije






odnosno prebacivanjem gole konstante vezanja i faktora skale na jednu stranu
λBµ
−2 = (Zφ2 )







Uvrsˇtavamo renormalizacijske faktore i reskaliramo g′:
λBµ





































































− ρλa(1)λ = (4− 2)aλ(1) = 2a(1)λ , (5.178)
jer je λ vezanje cˇetiri polja za koje vrijedi ρλ = 2. Iz prethodnog izraza direktno slijedi



























Izraz se slazˇe s literaturom, gdje je za direktnu provjeru potrebno uzeti u obzir da
se normalizacija vezanja λ u [16] razlikuje od one koriˇstene u ovom radu za faktor
λ[16]/2 = λ.
Vakuumsku ocˇekivanu vrijednost Higgsovog polja izvodimo iz renormalizacijskog























































































































Time je zavrsˇena renormalizacija konstanti vezanja standardnog modela na nivou
jedne petlje. Doprinosi viˇsih redova racˇuna smetnje postaju bitno kompleksniji za
direktan izracˇun, pa se problem rjesˇava uporabom racˇunalnih programa, od kojih su
mnogi razvijeni upravo za ovu svrhu. Rezultati za β-funkcije standardnog modela
potpuno su poznati na nivou dvije petlje [16] dok su neki poznati na tri [18] [19],
pa cˇak i na nivou cˇetiri petlje [20]. Teorijski izracˇuni korekcija u tom smislu prate
sve preciznije eksperimentalne rezultate i obrnuto. Naglasak se stavlja na izracˇun
korekcija onih procesa koji su osjetljiviji na ukljucˇivanje viˇsih redova (kao primjerice
Higgsova masa).
5.7 MSSM i ujedinjenje konstanti vezanja
Standardni model matematicˇki je samokonzistentna i renormalizabilna teorija, kao
sˇto smo pokazali na nivou jedne petlje. Svakako, danas ga shvac´amo kao efektivnu
teoriju polja relevantnu na manjim skalama energije. Kako je vec´ spomenuto, stan-
dardni model nije implementirao sve opservirane fenomene poput neutrinskih osci-
lacija, tamne tvari i barionske asimetrije svemira. Neki od teorijskih problema su
hijerarhija mase i stabilnost Higgsovog potencijala. Nadalje, poznavajuc´i ponasˇanje
konstanti vezanja standardnog modela na razlicˇitim skalama energije i uvrsˇtavajuc´i
poznate eksperimentalne vrijednosti na skali Z bozona, vidjeli smo da ne postoji vri-
jednost energije na kojoj su sve tri konstante jednake. Ova cˇinjenica sama po sebi nije
jak argument poput gore navedenih protiv valjanosti standardnog modela buduc´i da
je diskutabilno da bi li teorija koja valjano opisuje prirodu zaista trebala biti jedins-
tvena. Ipak, uzimajuc´i u obzir primjere poput ujedinjenja elektromagnetizma i elek-
troslabe sile, razumno je pretpostaviti da bi ujedinjenje interakcija bilo svojstvo koje
bi iˇslo u prilog nekoj teoriji.
Prirodna ekstenzija standardnog modela je tzv. minimalni supersimetricˇni standardni
model. Iako do danasˇnjeg dana nemamo eksperimentalnu potvrdu postojanja super-
simetrija, njihovo uvodenje objasnilo bi vec´inu gore navedenih otvorenih problema.
S druge strane, supersimetrije se temelje na izuzetno jakim teorijskim argumentima.
Iz teorije polja dobro je poznato da cˇestice koje posˇtuju Bose-Einsteinovu statistiku
zadovoljavaju odredene komutacijske relacije, a one koje posˇtuju Fermi-Diracovu sta-
tistiku antikomutacijske relacije. Iz tog su razloga konstruirane generalizirane Lieve
algebre koje sadrzˇe komutatore i antikomutatore, koje nazivamo superalgebre ili gra-
dirane Lieve algebre [21]. Razlog zasˇto se supersimetricˇni modeli smatraju dobrim
kandidatima za fizikalne teorije lezˇi velikim dijelom u Haag-Sohnius-Lopuszanski te-
oremu koji kazˇe da je supersimetricˇna algebra jedina gradirana Lieva algebra sime-
trija S-matrice konzistentna s relativisticˇkom kvantnom teorijom polja.
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Ukljucˇivanje minimalnog broja supersimetricˇnih cˇestica u standardni model rezulti-
ralo je minimalnim supersimetricˇnim standardnim modelom (MSSM). Svakoj cˇestici
SM-a pridruzˇen je njezin superpartner: svakom fermionu pridruzˇen je njegov bozon
i obrnuto. Dodatno, uveden je zbog holomorfnosti superpotencijala josˇ jedan Hig-
gsov dublet. U prethodnom poglavlju izracˇunali smo koeficijente bi koji odreduju





















nf = 7. (5.185c)































nf = 3. (5.187c)
Uvrsˇtavanjem eksperimentalnih vrijednosti iz [17] za sin2θW (mZ) i α(mZ) i
uvrsˇtavajuc´i ih u (5.163), te vrijednosti za αs(mZ), ispitujemo evoluciju konstanti
vezanja prema opc´enitom rezultatu (5.162). Pripadajuc´i graf prikazan je na slici
5.34.
Slika 5.34: Ovisnost konstanti vezanja MSSM-a o skali µ
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U MSSM-u ujedinjenje konstanti vezanja prirodno proizlazi iz teorije na mU ≈
1016 GeV-a. Sada postavljamo pitanje koja natkrivajuc´a grupa stoji iza jedinstvene
vrijednosti konstante vezanja na toj skali. Ovakva nastojanja objedinjena su pod kra-
ticom GUT (eng. Grand Unified Theories). Jedan od najpoznatijih kandidata za GUT
je Georgi-Glashow SU(5) model uveden 1974. Unatocˇ cˇinjenici da je SU(5) razuman
kandidat, sam model pretpostavio je raspad protona i predvidio pogresˇnu vrijednost
za sin2θW [22]. Spomenimo josˇ da je reskaliranje (5.151) proiziˇslo iz pretpostavke
da je standardni model dio neke natkrivajuc´e grupe, zbog cˇega svi generatori moraju
biti normalizirani na isti nacˇin; to implicira da normalizacija generatora hiperna-
boja nije proizvoljna. Teorijski pokusˇaji pronalaska natkrivajuc´e grupe rezultirali su
velikim brojem modela, bilo da se radi o grupi koja natkriva SU(5), kao sˇto je primje-
rice SO(10), dok su s druge strane uvedene supersimetrije. Pokusˇaj implementiranja
gravitacije doveo je do razvoja teorije struna. Svakako, ispostavilo se da se u mode-
lima koji zahtijevaju ujedinjenje nuzˇno moraju uvoditi novi stupnjevi slobode, koji se
moraju eksperimentalno potvrditi. U teorijskom smislu takve teorije trebale bi objas-




U perturbativnoj kvantnoj teoriji polja javljaju se UV-divergencije, koje predstavljaju
parametrizaciju ovisnosti o kvantnim fluktuacijama na visokim prijenosima impulsa.
Nakon otkric´a UV-divergencija smatralo se da ih se mozˇe eliminirati tek promjenom
fundamentalnih fizikalnih principa; nakon gotovo dvadeset godina uvedena je renor-
malizacija koja je davala konacˇne i fizikalne rezultate, apsorbirajuc´i divergencije u
redefiniciju fizikalnih velicˇina. Nakon tehnicˇkog ovladavanja renormalizacijom sma-
tralo se da je rijecˇ o ad hoc proceduri cˇija kredibilnost lezˇi iskljucˇivo u cˇinjenici da
reproducira fizikalne rezultate. Tek je uvodenjem renormalizacijske grupe renorma-
lizacija dobila status samokonzistentnog mehanizma koji vezˇe fiziku na razlicˇitim
skalama. Renormalizacija teoriju odrzˇava fizikalnom tako da promjenu skale kom-
penzira promjenom parametara teorije. Naizgled tehnicˇki zahvati otklanjanja be-
skonacˇnosti u principu posˇtuju nacˇelo da se u izracˇunu procesa na nekoj energiji
moraju iskljucˇiti stupnjevi slobode koji doprinose tek na viˇsim energijama.
Renormalizacijska grupa primjenjena je na QED, QCD i SM. Divergencije su se tre-
tirale renormaliziranom perturbacijskom teorijom; nakon razdvajanja lagranzˇijana
na renormalizirani dio i dio sa kontracˇlanovima te postavljanja renormalizacijskih
uvjeta, divergentni doprinosi tretirali su se dimenzionalnom regularizacijom, u MS-
shemi. Primjenom renormalizirane perturbacijske teorije na QED, QCD i SM pronasˇle
su se veze izmedu golih i renormaliziranih parametara teorije te Wardovi identiteti
za Abelove i Slavnov-Taylorovi identiteti za Yang-Millsove teorije. Izracˇunale su se
korekcije na nivou jedne petlje za dijagrame vlastitih energija i vrhova. Sve navedene
teorije su renormalizabilne; bez obzira na slozˇenost struktura u amplitudama, ispos-
tavilo se da su korekcije bez iznimke proporcionalne svojim strukturama u nultom
redu racˇuna smetnje. Izracˇunale su se β-funkcije za ove modele i pronasˇle ovisnosti
konstanti vezanja o energiji. U standardnom modelu to ukljucˇuje tri osnovne kons-
tante vezanja, Yukawin i Higgsov sektor.
Ispitala se moguc´nost ujedinjenja u standardnom modelu. Evolucijom triju osnov-
nih konstanti vezanja ispostavilo se da ne postoji tocˇka ujedinjenja, nego trokut na
1013 − 1017 GeV-a. Postupak je ponovljen za minimalni supersimetricˇni standardni
model, koji sadrzˇi tocˇku ujedinjenja na otprilike 1016 GeV-a.
Standardni model, iako matematicˇki konzistentna i renormalizabilna teorija, spada
u klasu efektivnih teorija polja. Zbog cˇinjenice da ne ukljucˇuje sve opservirane feno-
mene, shvac´a se kao niskoenergetski limes neke fundamentalnije teorije, ili drugim
rijecˇima grupa SU(3) ⊗ SU(2) ⊗ U(1) dio je neke vec´e, natkrivajuc´e grupe. Osim
odgovora na pitanje o kojoj se grupi radi, potrebno je i objasniti mehanizme loma
simetrije koji tocˇno reproduciraju standardni model u limesu niskih energija. Kakva
god bila buduc´a nastojanja, renormalizacijska grupa i dalje ostaje metoda od kljucˇne
vazˇnosti za testiranje novih modela i ekstenzija na fiziku visokih energija.
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Dodaci
Dodatak A Osnovni alati u racˇunanju amplituda
A.1 Feynmanova parametrizacija
U racˇunu amplituda cˇesto se pojavljuju viˇse potencije propagatora u nazivniku koje











δ(x1 + ...+ xn − 1)
(x1A1 + ...+ xnAn)n
. (A.1)
A.2 Wickova rotacija
Wickovu rotaciju potrebno je provesti jer podintegralni izraz u prostoru Minkowskog
nema simetriju nulte i ostalih komponenti impulsa. Jedan od nacˇina je da redefini-
ramo integraciju u euklidskom prostoru uvodec´i
l2 = −l2E, (A.2a)
d4l = id4lE, (A.2b)
te se granice integracije prebace u interval (−∞,∞).
A.3 Dimenzionalna regularizacija
Ideja dimenzionalne regularizacije jest izracˇunati Feynmanov dijagram kao analiticˇku
funkciju dimenionalnosti D, gdje c´e za dovoljno mali D integrali s petljama konver-
girati i vrijedi Wardov identitet [4]. Konacˇni izrazi moraju biti dobro definirani u
limesu D → 4.
Integrali s neparnim brojem 4-impulsa l s nepokontrahiranim indeksom u brojniku
iˇscˇezavaju za nazivnike parne u 4-impulsu ako se integrira po simetricˇnim interva-






















































te se Γ-funkcija razvija preko [5]
















Za izracˇun beta funkcija u obzir se uzima samo doprinos 1/, odnosno pol prvog reda.
Dodatak B Feynmanova pravila
U ovom dodatku popisat c´emo Feynmanova pravila relevantna za izracˇun dijagrama
s jednom petljom, sˇto ukljucˇuje propagatore i vrhove. Svi propagatori bazˇdarnih
bozona dani su u Feynmanovom bazˇdarenju, primjerice za fotonski propagator
iDµν(k) = − i
k2
(




, ξFG = 1. (B.8)
Svaka fermionska petlja sadrzˇi (-). Opc´enito c´emo bozonske (ukljucˇujuc´i duhove) i
fermionske propagatore oznacˇavati redom s D i S, a vrhove sa V (a, ...). Vanjske linije
vrha numeriramo obrnuto od kazaljke na satu.
B.1 Kvantna elektrodinamika (QED)







p2 −m2 , (B.9b)
V (e¯γe) = −ieγµ. (B.9c)
B.2 Kvantna kromodinamika (QCD)













dok su vrhovi zadani sa
V (q¯gq) = −igγµT a, (B.11a)
V (c¯gc) = gpµfabc, (B.11b)
V (ggg) = gfabc
(
gµν(p2 − p1)ρ (B.11c)
+gνρ(p3 − p2)µ + gρµ(p1 − p3)ν
)
,





B.3 Standardni model (SM)
U standardnom modelu zanemarujemo mase propagatora. Slijede propagatori za

























Fermionski propagatori redom za kvarkove i leptone dani su sa




















Vrhovi samointerakcija SU(2) i SU(3) bazˇdarnih bozona glase:
V (3W ) = gabc
(
gµν(p2 − p1)ρ + gνρ(p3 − p2)µ + gρµ(p1 − p3)ν
)
, (B.14a)
V (3G) = gsf
ABC
(




V (4W ) = −ig2 (abcade(gµρgνσ − gµσgνρ)




V (4G) = −ig2s
(
fABCfADE(gµρgνσ − gµσgνρ)




Vrhovi bazˇdarnih bozona s duhovima i fermionima zadani su Feynmanovim pravi-
lima:
V (c¯WWcW ) = gp
µabc, (B.16a)
V (c¯GGcG) = gp
µgABC , (B.16b)
V (q¯LBqL) = −ig′γµPLΥqLδαβδij, (B.16c)
V (q¯LWqL) = −igγµPLT aαβδij, (B.16d)
V (q¯LGqL) = −igsγµPLTAδαβδij, (B.16e)
V (u¯RBuR) = −ig′γµPRΥuRδij, (B.16f)
V (u¯RGuR) = −igsγµPRTAδij, (B.16g)
V (d¯RBdR) = −ig′γµPRΥdRδij, (B.16h)
V (d¯RGdR) = −igsγµPRTAδij, (B.16i)
V (¯`LB`L) = −ig′γµPLΥ`Lδαβδij, (B.16j)
V (¯`LW`L) = −igγµPLT aαβδij, (B.16k)
V (e¯RBeR) = −ig′γµPRΥeRδij. (B.16l)
Vrhovi Higgsovog bozona s fermionima dani su sa
V (q¯LφuR) = −i(Yu)ijPRαβ, (B.17a)
V (q¯LφdR) = −i(Yd)ijPRδαβ, (B.17b)
V (¯`LφeR) = −i(Ye)ijPRδαβ. (B.17c)
Za vrhove samointerakcije Higgsovog bozona i interakcije Higgsa s bazˇdarnim bozo-
nima vrijede pravila:
V (2φ) = iµ2δαβ, (B.18a)
V (4φ) = −2iλ(δαγδβδ + δαδδβγ), (B.18b)
V (φ†Bφ) = −ig′Υφ(p1 + p2)µδαβ, (B.18c)
V (φ†Wφ) = −ig(p1 + p2)µT aαβ, (B.18d)
V (φ†BBφ) = 2ig′2Υ2φgµνδαβ, (B.18e)
V (φ†WBφ) = 2igg′ΥφgµνT aαβ, (B.18f)
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V (φ†WWφ) = 2ig2gµν(T aT b)αβ. (B.18g)
Za trovrhove samointerakcije bazˇdarnih bozona svi su impulsi ulazni. Za vrhove
duhova s bazˇdarnim bozonima p je impuls izlaznog duha. Za interakcije Higgsa s
bazˇdarnim bozonima p1 je impuls izlaznog Higgsa.
Dodatak C SU(N) algebra
SU(N) generatori opc´enito zadovoljavaju komutacijsku relaciju
[T a, T b] = ifabcT c, (C.19)
gdje su fabc izabrane da budu realne, antisimetricˇne strukturne konstante normalizi-
rane prema uvjetu
facdf bcd = C2(G,N)δ
ab. (C.20)
Faktor C2(G,N) = N je svojstvena vrijednost Casimirove invarijante za regularnu
reprezentaciju. U izrazu




faktor C2(f,N) je svojstvena vrijednost Casimirove invarijante za fundamentalnu re-
prezentaciju. Za tragove generatora vrijede relacije:
Tr(T a) = 0, (C.22a)
Tr(T aT b) = C(f)δab, (C.22b)
Tr(T a, T b, T c) = i
2
C(f)fabc, (C.22c)
Tr([T a, T b]T c) = iC(f)fabc. (C.22d)
C(f) je Dykinov indeks za fundamentalnu reprezentaciju i iznosi 1/2. Regularna
reprezentacija dimenzije N2 − 1 je definirana matricama (T a)bc = −ifabc. Strukturne
konstante zadovoljavaju Jacobijev identitet:
fabef cde + facefdbe + fadef bce = 0 (C.23)
Za SU(2) za generatore, u fundamentalnoj reprezentaciji, biramo tri Paulijeve, a za
SU(3) osam Gell-Mannovih matrica.
79
Literatura
[1] Pascual P. ; Tarrach R. Lecture Notes in Physics; QCD: Renormalization for the
Practioner
1st ed. Munich : Springer 1984
[2] Weinberg, S. The Quantum Theory of Fields, Volume II, Modern Aplications
1st ed. New York: Cambridge University Press 1996
[3] Weinberg, S. The Quantum Theory of Fields, Volume I, Foundations
1st ed. New York: Cambridge University Press 1995
[4] Peskin M. ; Schroeder D. An Introduction To Quantum Field Theory
Addison-Wesley 1995
[5] Radovanovic´, V. Problem Book in Quantum Field Theory
2nd Edition: Springer 2008
[6] Machacek ; Vaughn: Two-loop Renormalization Group Equations in a General
Quantum Field Theory I. Wave Function Renormalization
Nucl. Phys. B 222(1983) 83
[7] F. Bloch ; A. Nordsieck. Note on the Radiation Field of the Electron
Phys. Rev. 52 (1937) 54
[8] Weinberg, S. Infrared photons and gravitons
Phys.Rev. 140 (1965) B516-B524
[9] The L3 Collaboration. Measurement of the Running of the Fine-Structure Cons-
tant
Phys.Lett.B476:40-48 (2000)
[10] Ilakovac A. Skripta iz kolegija Kvantna teorija polja
http://www.phy.pmf.unizg.hr/∼ailakov/ (5.7.2016.)
[11] Muta T. Foundations of Quantum Chromodynamics
1st ed. Singapore: World Scientific 1987
[12] Flicker F. Faddeev-Popov ghosts
http://www.felixflicker.com/pdf/Ghosts.pdf (13.7.2016.)
[13] Deur A. ; Brodsky S. ; de Teramond G. The QCD Running Coupling
http://arxiv.org/pdf/1604.08082v2.pdf (30.7.2016.)




[15] Peskin M. Beyond The Standard Model
http://arxiv.org/abs/hep-ph/9705479v1 (21.8.2016.)
[16] Ramond P. et al. Renormalization group study of the standard model and its
extensions: The standard model
Phys. Rev. D 46(1992), 3945
[17] Particle Data Group. Physical Costants
http://pdg.lbl.gov/2014/reviews/rpp2014-rev-phys-constants.pdf
(22.8.2016.)
[18] Bednyakov A. V. ; Pikelnera A. F. ; Velizhaninb V. N. Anomalous dimensions of
gauge fields and gauge coupling beta-functions in the Standard Model at three
loops
arXiv:1210.6873 (2013)
[19] Mihaila L. N. ; Salomon J. ; Steinhauser M. Renormalization constants and beta
functions for the gauge couplings of the Standard Model to three-loop order
http://arxiv.org/pdf/1208.3357.pdf (30.8.2016.)
[20] Kataev A. L. ; Molokoedov V. S. The four-loop renormalization group QCD and
QED ß-functions in the V-scheme and their analogy with the Gell-Mann–Low fun-
ction in QED and QCD
arXiv:1504.06571 (2015)
[21] Wess J. ; Bagger J . Supersymmetry and Supergravity
Revised Edition: Princeton University Press 1992
[22] Georgi H: ; Glashow S. L. Unity of All Elementary-Particle Forces
Phys. Rev. Lett. 32, 438 (1974)
81
